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Ueber die Wendungsberührebenen der Raumeurven. 


( Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 


Her: Salmon bemerkt in seinem ausgezeichneten Werke über die 
analvlische Geometrie des Raumes, p. 266. es sei ihm nicht gelungen, die 
Gleichung derjenigen Fläche in ihrer einfachsten Form aufzustellen. welche 
den Durchschnitt zweier Flächen vom m” und »"” Grade in den Punkten 
trifft. die mit den drei ihnen nächstliegenden in einer Ebene enthalten sind. 
Die Schmiegungsebenen dieser Punkte gehen durch vier nächste Punkte. und 
sind wegen ihrer Analogie mit Wendetangenten ebener Curven Wendunes- 
berührebenen genannt worden. Das Studium des genannten Werkes veranlasste 
mich. diese Untersuchung aufzunehmen. und die Umformung. welche durch- 
zuführen mir gelungen ist, dürfte für die allgemeine Flächentheorie nich! 
ohne Interesse sein. 

Sei «= eine Fläche der m", e=0 eine Fläche der »"" Ordnune. 
Bezeichnen wir mit #,, ©,. %,, ®,, die Grössen: 


I ou 1 © I ou 1 o’r 
A.) u, = — —. W=— —. Ur — —. td, - — 
m ©x n or m.m—1 OX.OL, n.n—l 02.0x 


ı ı 








WO Lı- Du. 25. 2, die Coordinaten eines Punktes r bedeuten. Man hat dann 


identisch: 
\ = Sri, u= ZuL,, 
(2.) 
(= S3v,%, = Be. 
} 


Die Gleichung der Schmiegungsebene eines Punktes x, welcher in der 
Schnitteurve beider Flächen liegt, hat Herr Hesse (dieses Journal Bd. 41, p. 272) 


in der folgenden Form aufstellen gelehrt: 


r 


8.) 0= Um. A +: +; K;+0r,X,)-V (uw te +; A;+m,Ä,). 


wo U, V die Covarianten bedeuten: 








U U dA U © %ı 2 dız du WU) 
U Un U: Us Dr Cı Un U Cu WU) 
(4) U=(m-1)|u U Us % %|l, V=(n-1N|v © 9% © U; |» 
U Un Us U Ua U Ua Ca Cu u; 
 »»- »% a 0 TE Te ee | 
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Ich werde die Ableitung der Gleichung 3.) zunächst nochmals geben. 
da sich die Methode von Hesse vielleicht in einigen Punkten etwas abkürzen 
lässt. Die drei auf einander folgenden Punkte der Curve seien x. w—+der. 
r + 2dr-- dx: dann ist die Gleichung der Schmiegungsebene: 


X % 4% A, 


» 


| Tı To I; T, 
| da, da ds de, 

da, da ds, de, 
Zwischen den dr, d’r erhält man durch Differentiation von v« 0. r 0 


foleende Relationen: 


6. I u, = 20.de,, 
' 0 Sud + m—1)) FE Fu,dıde,. 
; ) a 
0 Sr da, +n 1) FFv,de,de,. 


Da man zwischen den homogenen Coordinaten noch immer eine Gleichung 
kath +k,; +hk,ı, = 1 
annehmen kann. so !reten zu dieser noch die Gleichungen hinzu: 
38.) Ihde,=0, Zkds,=0, 
und man sieht. dass die Grössen da proportional werden mit den Determi- 
nanten. welche man aus dem System 


ı bb U U 


'khkk k, M, 
bildet. 
Multiplieirt man die linke Seile von (D.) mit der Determinante 
u % W% u 
ı vd Ü; D; © | 
0) & 0 0, 


) A A .) 
ıPpı Io I; 34 


wo die @, ? irgend welche Grössen bedeuten, so wird das Product die Determinante 


Zu;Ä, ZvÄ, 20,4, ZA; | 
0 0 Sax, =p® | 
0 0 ZSo,de, En,de;| 


Suds Zodz Zads ZBds, 
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Die Gleichung (5.) nimmt also mit Uebergehung eines überfllüssieen Faclors 
die Gestalt an: 
ZvÄA,.Zudz;— ZuX. Erde, v0. 
oder mit Rücksicht auf /7. 
0.) 0 = (m-1) 3 Fu,.de,da,. Z0 X (n—1)EZr,dıdg,. DuX. 
Führen wir nun an Stelle von dır,. dx. die ihnen proportionalen Werthe ein. 


so treten an Stelle der Doppelsummen die Determinanten: 


Un Un Ya Yu u 9 Ö, dı 0%, PO : PO ‚TEE FaeE 7 
a > tee rn A di © er u 
_ ae TEE Pr Te u Fe ® FF eo u 0 m %& 
) Hy MU; Un Ua A, 9, Bl: O4 © ‚Pe ‚Pe ‚FE EE / 
u » =» u VB OO jo, ® rn € 0 009 
ve, 9% r» » dd OU OO Tr 7 . % 80 0 Od 
nn E _—ıuiui—rge —o—ıUı og u RM I; , 2 00 


Um diese zu translormiren. hal man nur die ersten vier Horizontal- und Ver- 
ticalreihen. mit ,. 25. ... multiplieirt. von der fünften abzuziehen. Dann 
verschwinden die Reihen der «, in der ersten. die der *, in der zweiten. und 


an Stelle der Nullen hat man die Systeme: 


0 0 | 
0 0 0 
1 0 0. 
so dass die Determinanten (11.) übergehen in e. n . e Die 


Gleichung (10.) redueirt sich hierdurch sofort auf die von Hesse gegebene Form. 
(Gehen wir nun zur Aufsuchung derjenigen Punkte x über. welche 
mit drei nächsten. 2 +dx, 2 + 2dr +dzx, x 3de-+Sd’x--d’r, in einer Ebene. 
der Wendungsberührebene. liegen. Man kann erstlich diese Aufgabe mil 
direeter Benutzung der Gleichung (3.) behandeln. indem man einen Punkt .r 
der Schnitteurve sucht, dessen Schmiegungsebene mil der im nächsten Punkte 
0 de gelegten zusammenfäll. War die Gleichung der Schmiegungsebene 
im Punkte «x: 
0 ZA, Ur,—Vu;). 
so ist die nächste Schmiegungsebene: 


0 = EX [(U+AdU)(o,+de)— (V+dV)(a+ du,)]: 
| * 
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und die Bedingung, dass beide Ebenen zusammenfallen sollen, ist mit Hülfe 
eines willkürlichen Differentials dt ausgedrückt durch die vier Gleichungen: 
(12.) v,dU-+ Udv;— udV—Vdu, = (Ue,— Vu,)dt. 
Dies sind vier lineare Gleichungen für die fünf Grössen dx,. dı,. da,. dx,. 
(dt. zwischen denen ausserdem noch die Gleichungen (6.),. (S.) bestehen. Man 
wird daher durch Elimination jener fünf Grössen auf drei Gleichungen geführt. 
welche die Lage der fraglichen Punkte x vollständig bestimmen. Aber von 
jenen drei Gleichungen sind zwei die Gleichungen »=0, e—=0 selbst. wie 
man daraus sieht, dass mit Hülfe derselben die vier Gleichungen 12.) sich 
auf nur zwei von einander verschiedene redueiren. Weil nämlich aus den 
Gleichungen 
Zuds,=0, Zeda,=% 
auch die beiden anderen folgen: 
S’r.du; =, 220, = 0, 
so verschwindet die Summe der Gleichungen (12.). wenn man dieselben vor 
der Addition mil ,. 5. 25, @, multiplieirt hat. Multiplieirt man aber jene 
Gleichungen mit d.r,. ete. und addirt, so kommt: 
0 Ude de, — V Fdr,du 
UF>(n—1)e,.dede,-VZE(m—1)u,.da,de,. 
Aber die Doppelsummen sind dem Früheren nach mit U und } proportional. 
und es verschwindet also auch diese Combinalion. 

Da sonach zwei Verbindungen der Gleichungen (12.) nichts Neues 
seben. so kann man jene Gleichungen durch irgend zwei andere Combinationen 
derselben ersetzen. Solche Combinationen nun erhält man auf folgende Art. 
Ordnen wir U und J nach denjenigen Grössen #,,. v,, welche eine Reihe in 
ihrer Determinantenform bilden, und setzen demnach: 

13.) U 2uA,. = EuH.. 
Die Coelflieienten A, B erfüllen die Bedingungen: 
Au=0, > Ada, = 0. 


ISBe—=0. Bde 0. 


Denn diese Verbindungen unterscheiden sich von den Determinanten (4.) nur 


14.) 


dadurch, dass an Stelle einer Reihe v, von U entweder die «,; oder die da;. und 
an Stelle einer Reihe «; von NV entweder die e, oder die dv, treten. Das 


Verschwinden der so entstehenden Determinanten übersieht man sofort. 
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Multiplieirt man nun die Gleichungen (12.) beziehungsweise mit. A,. 
oder mit B,,. D,,. ... und addirt. so entstehen folsende neue Com- 


A». 
hinationen: 


Yirdier }- l.de, U dt. 
[dV+ = EB.du — Vdi. 


wo nur in der ersten Gleichung ein Factor U. in der zweiten ein 


(15.) 
Factor I} 


übergangen ist. 
Setzen wir, den früheren Bezeichnungen entsprechend. 


REN Br ou ' Bu ol 
'  dm-+?2n—8 Or, 3n-+-Rm—S cr 


so gehen die Gleichungen (15.) auch über in: 
= de, ((Im+2n —8) U,+(n—1)EA,e,) Udt. 
= dx,((3n +2m— 8) V;+(m Z’B,u;) dt. 


Eliminirt man nun die da, dt aus diesen Gleichungen in Verbindung mit (6... 
(S8.). so erhält man zunächst die Determinante: 
(Im+2n—S)U,+(n—1) FA, 0. (In+2m—S8)V + (m-1)EBu, u cv ki 
(Im+2n—S)U:+(n—1) FA, 0. (dn+2m—8)N;+(m—-1)EBuw, % © ks 
 (3m+2n—S)U,+(n—1)&A,r, (dn+2m—8)V;-+-(m- ZB.u,. u v, A ( 
| (Im+r2n—S)U,+n—1) FE A,cu (In+2m—S)V, + (m—-1)EBu, uw ek, 

U r 0 00 
Aber wenn man die ersten vier Reihen beziehungsweise mit ı,. ı. ı.. 


multiplieirt und sie von der letzten abzieht. nachdem diese mit 3m 3n— 9 


multiplieirt worden, so verschwinden alle Elemente der letzten Reihe bis auf 
das letzte. und man kann die obige Gleichung daher durch die folgende 


erselzen: 


‘ 3m-Rn— re -1)ZSA,c. (In+2m—S)N,+Hm—1)E Bu, u 6 
(3m+2n—8)U,+(n—1) Br (3n-+2m—S)N;+m—-N)FB,u,  e; 0 


(16.) 

| (3m- 2n—8)U;+(n—1) FZA,0, (In+2m—S)V;+m—1)EB,u, u v; 
(mn SU.Hn 1) EAo, (dn+2m—S)V,+Hm—1)FB,u, u, ev; 

Dies ist die Gleichung einer Fläche der (6m --6» — 20)" Ordnung, welche die 

Curve =0. e=0 in den zm(6m-+6nr— 20) Berührungspunkten von Wen- 





dungsberührebenen schneidet. 
Sind beide gegebenen Flächen von der zweiten Ordnung. so sind die 
Grössen I _A,v.., ZB,u, von U,;, V. nicht verschieden. und die Gleichung (16. 
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redueirt sich auf die einfachere Form: 
Z+UV.ur, = VÖ. 

Han bemerkt. dass die ganze Untersuchung wesentlich auf der Auf- 
stellung der Gleichungen (15.) beruht. Diese Gleichungen kann man aber 
uch auf einem direeteren Wege ableiten. indem man von der Gleichung der 
Schmieeunesebene keinen Gebrauch macht. Die Bedingung nämlich dafür. dass 
vier benachbarte Punkte der Curve «x =0. # = 0 in einer Ebene liesen. isl 

> +2, dr, d’x, d’r, v. 
\ultiplieiren wir diese Gleichung mit I +u,%0,9, = 0. wo die @, 5 beliebige 
(irössen bedeuten. so verschwinden einige Glieder der resuitirenden Deter- 
minante auf der linken Seite. und dieselbe löst sich in zwei Facloren auf. deren 


»iner dem Problem fremd ist. Mit Uebereehung desselben findet sich dann: 


Sud, Zu,.d’s, 


I>odec, Zo;d’z, 
Die Glieder der ersten Vertlicalreihe sind schon oben proportional mit U, ) 
velunden: denn bezeichnet man die aus dem System (9.) entspringenden De- 


dx, de, 


'erminanten dureh i. — se. wo wir 
ds ds 
Zud'z, — Ude, 
Is) 
IZSvr.d’e = — Var. 


Differentiiri man nun diese Gleichungen noch einmal. indem man ds als con- 


siantes Differential betrachtet. so findet sich: 








19 Sud = -m-N) FE Fru,dz,de— ds’dU, 
Sr ds, = -(nI)ZFo,dc,de,—dsdV. 
. dr, . | g: \ . > . . 
Da nun die die aus dem Svstem (9.) entsprineenden Partialdelerminanten 
ds j i ; 
Fr i a de, i i 
waren. so sind die Grössen 2 die Summen der entsprechenden aus den 
(IS 
beiden Systemen 
du, du, du, du, u, U, U; TR 
ds. ds ds ds | | 
dv, dv, dv, dv, | 
c, © U; |’ ds ds ds ds | 


ki, kn h; h; | 


hi h; hi; k; 
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oebildeten Partialdeterminanlen. und man hat also: 











du, du, du, du, 
ds ds ds (ds 
dx. da Zr ZE N; N, 
= x” ı hi 
m—l)Z Fu, ——- : 
ds’ ds dv, dv, dv, dr, 
ds ds ds ds 
k, k; k; k,; 
A; we 
Zar Uns 
Azı 3: 
/ H; Hın 
-(m—1 e 
u, u, 
dv, dv, 
Im 3 
ds ds 
k, k- 
dr, dv, dv, dv, 
ds ds ds ds 
d’xz. dr du, du, du, du, 
n—1 22, ——_- ds ds ds ds 
ds ds | 
| ®, v, v; ©, 
| k, h k; k, 
© ©) 
© ©, 
| ©; Ü; 
| 
/ ® " 
( Nn- | +1 + 
du, du, 
' ds ds 
| ®, d> 
| 
<w‘ 


77 
N; 
H3; 
Usz 


TR 
dv, 
ds 
k- 








du, 


ds 
Ü; 


k- 


Hı; 
un, 
Hz; 
Hy 


7 


dv, 
eds 


„; 


u; 


0) 


0 


(0 


„ > 


u; 


u, 


0) 


0) 
0 


0) 


v) 


(0) 


0 


0 
(0 


- 


k, 
k: 
k, 
0 
0° 
( 


Verfährt man nun mit diesen Determinanten auf die gewöhnliche Weise. um 


in der ersten die Reihen «;. in der anderen die der v®, zu zerslören. so er- 


hält man an ihrer Stelle: 








m 


n 
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Hıı An U7E Hz e 
Hai U Hs; U © 
E DU IL Ze a re rose u 4,% +4, wo, | A. 
| I ds “ds ” ds * ds 
| yı 7 Ussz Ua 0% 
ı de, dv, dv, dv, 
| — 0 0_— 0 
ds ds ds ds | 
* * ® “ | 
En © IE ©4 4 
| &ı 23) Ü; 4% | 
\ Id ER Gy DER TR B du, ıB du, B du, | B du, 
| | - —Iin2—|J ee 3 ei 
| I ds “ ds ds '"% ds 
©zı & Ü4z U U; | 
| 
du, du, du, du, 0 | 
ds ds ds ds | 


Führt man dies nebst (18.),. (19.) in die Gleichung (17.) ein. so 


nimmt diese Gleichung die Gestalt an: 


was offenbar mit den zu erweisenden Gleichungen (15.) identisch ist. Es 


dAU+FA;,de, e 9 


dAV+3B.de, ) 


“ 


sind also auf diesem directen Wege die Gleichungen abgeleitet. auf welche 


sich oben die Herleitung der Gleichung (16.) stützte. 


Carlsruhe,. den 3" September 1862. 








Ueber eıne Transformation des Potentials. 


(Vou Herrn @. Roch zu Leipzig.) 


. 

I. Eine für alle reellen Werthe der \Variabeln endliche. im Un- 
endlichen verschwindende Function kann immer durch ein Foariersches Doppel- 
iniepral ausgedrückt werden: 


N se RE 
f 3 a / / fid er Ndsda. 


T. 


Auch die Differentialquotienten der Function sind. wenn sie überall endlich 


vorausgeselzt werden. dieser Darstellung fähig: 


df(x 1 I dh Bi 
- _— — ec" "Adesdi. 
dx en. J di 
u’ 7. 
Ist f‘A) stetig zwischen = — x und +x. so giebt die partielle Integration: 
+T. I a «TS. 2 
dfCA) / X ce 
is(x—i) 74) 5is(x— 2) 
——p ds di. ).)e / /. ds di. 
F dA (/ E ) r„ / di 
k T 


T. 


oder. da f tr) =. 
df(x) N /n Bu 
nt duale We +" sdsdi: 
dx an. . / | 
_Y. 0 


ist auch die Derivirte f’(A) eine stelige Function. so kann man in 


d’f(x) ) rn i ’ 
Mn a / / [We „"sdsdi 
{ Mn d [a « 
— ' „% 


dieselbe partielle Integration ausführen und erhält: 


u a Fe [() € sdsdi elc. 


Dasselbe gilt genau so für Functionen mehrerer Variabeln und ihre Ausdrücke 
durch mehrfache Fouriersche Integrale: sei z. B. f x,y,.z) sammt den ersten 


y. z, und Null im 


Derivirten nach x, y, z stetig und endlich für alle r. 2 
Unendlichen. während die zweiten Derivirten von füberall zwar endlich. im Un- 


endlichen Null sein, aber sprungweise Aenderungen haben können: so hat man 


1) fayı2) = () JS Phun)ews tn vaadudrdpdgdi 
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und 


If N d’ af | d’f S NE / > > - 
(92 ”. eu DE J- Ri ei px fi N —(ı—r \daA...dr. 
) de? day? ' de’ (2; ) fir, u,v) prg-r)da...dı 





\»» 


2. In der Fourierschen Formel dürfen wir die Reihenfolgen der 


u’. 


Integrationen beliebig vertauschen; dann wird immer auch noch wegen der 
Identität dieser Ausdrücke ihr Differentiiren erlaubt bleiben. Führen wir nun 
anstatt p, q, r Polarcoordinaten s, ı, 6 ein: 
p=s.c0sw, q=s.sinwcos6, r == s.sinwsin®: 

iransformiren wir ferner 4, «, v durch Einführung einer orthogonalen Sub- 
stitulion A). 4. Yı. So dass A, gegen 7, «, v Neigungswinkel hat. deren 
Cosinus cosw, sinwcos®, sinwsin®d resp. seien; ebenso seien .r,. Y,. 2, von 
r, y, 3 abhängige. Dann geht p(r —4)+-g(y—u)+r(z—r) in s(x,—4,) über: 
di.dudv wird di,du,dv,,. dpdgqdr wird s’dssinwdwd®: daher entsteht. wenn 


f,u,r) in fi (A, 4,,9,) übergeht: 


f\r,y,2) = (/ ii sind [ F f} J/ NOnun)e®® s’dsdi, du,dr,. 


Nach den über f oder fi gemachten Vorausselzungen ist jedenfalls auch 


+L Dr 4 , 
/ } fi (A, 11, v,)du,dv, = F(h, 
“« a he 


eine sammt ihrer ersten Derivirten stetige Function. und 


p(xı) = DIS Fii)e sg’ dsda, 


der Darstellung durch ein Fouriersches Integral fähig: 


(2) = ws VAR er) dedh,. 
f L, Ir l 


Dadurch geht f über in 


‘ \ f f 7 - . du er 7 E } > 
8.) fla,y,2) = u// sin vdwdd [ / yOh)e ig dsdh,. 
0 0 —— ; — 


und die Differentiation dieser mit (1.) ganz identischen Formel giebt analog (2.): 


or, of I (rer. ENGEN 
4) ut Mm 20 wdydo [ plh)e tn) s’dsdi,: 
. 0 0 —_— —ı 





da 
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3. Die eben durchgeführte Transformation der Fourierschen Formel 
ojlt auch für Functionen, die sprungweise Aenderungen haben. da man immer 


' %.5 g 
\ 2a I. 


—0 


»T 
Fii)er)s°dsdi, als Factor von sinwdwd® erhalten wird. 


sobald f der Darstellung durch das sechsfache Fonriersche Integral fähig ist. 
Seien also irgend welche Massen im Raume vertheilt, so dass ihre Dichte 
eine Function m(x,y.2) der Coordinaten sei. die im Unendlichen Null. im 


Endlichen überall endlich ist. aber sprungweise Aenderungen haben kann: sei 


«LT «T. 
M(i,) = / / Mi, U, v,)du,dr,. 
e I ; I. 


dann kann M als das Gewicht einer Ebene betrachtet werden. die mit der 
mittleren länes derselben herrschenden räumlichen Dichte belastet ist: ist die 
voegebene Masse ein homogener Körper von der Dichte 1. so ist M der dureh 
r, y, » gelegte Querschnitt. dessen Normale die durch w, # bestimmte Rich- 
tune hat: wir wollen daher M immer als Querschnitt bezeichnen. darunter 
-bei variabler Dichte den durch die mittlere längs desselben herrschenden 


BRaumdichte als Gewicht belasteten Querschnilt verstanden: 


| iz Mh. 
m|'X.y.2) ee, 2 /m ER Op: UT a see TEE 
Y».%, In /. . ı (1 9 #7 1, / 


ist bei dieser Bezeichnung identisch mit: 


N 1 \r A An . ” Pr Pr a 2 ) . 
). mMT,Y. 3) = (>- ) f sın wdwdd f / M Ir) er)? de di, ’ 
a rt r' L. I. 


0° o’f OF; e { j u. 
Betrachtet man — Arm als u a. -: nA in (4.). so wird sich für fir, y.z 
DD '®, 02 P4 [Fr 





der Ausdruck ergeben: 


: 1 er 7 , LS. I en | ‚ : 
firt,y,2) = Int /J sin wdwdof / M()e’dsds, 
0 5 


San. i 1 7 nn 
0.) fiz,y,3) = —f / sinvdwdOM .x,). 
0 0) 


Einige Bemerkungen werden diese Entwickelung ganz streng zum Abschlusse 


oder 


bringen: wie bekannt, genügt das Potential einer Massenvertheilung m, die im 
Endlichen endlich. im Unendlichen Null ist. den Bedingungen. die nach 1. 
nöthig sind. damit der Ausdruck durch das Fouriersche Integral zweimal dif- 
ferentiirt werden darf: denn dasselbe ist sammt seinen ersten Derivirten überall 
endlich. stetig. im Unendlichen Null: denkt man sich das Potential durch eine 


2% 
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ö i " ® ' 0° . | 0° » | Q° » 
Formel wie (3.) ausgedrückt. so ist es also erlaubt. Ei 2 nE Fa. daraus 
\ ken ; IX oy 0% 
herzuleiten: da nun (4.) mit (5.) bis auf constante Factoren identisch wird. 
wenn man «p(4,) durch M(i,) ersetzt, so muss auch (6.) mit der dilfferentiir- 


baren Formel (3.) identisch werden, wenn g durch M ersetzt wird. da die 


Darstellung sowohl von f als ei -— Er 2 durch Ausdrücke (3.) oder (4.) 
wegen der Eindeutigkeit ihrer Darstellung durch Fouriersche Integrale auch 
nur auf eine Weise möglich ist. Es muss also f(x,y,z) der genaue Aus- 
druck des Potentials sein. welches von den Massen herrührt. 

Die Grenzen der Integration sind O und x für w sowohl als #, da s. 
die dritte Polareoordinate, von — wo bis + varüirt wird; liegt x, y. z ausser- 
halb des von Massen erfüllten Volumens, so sind die M ausserhalb gewisser 
(Grenzen Null: auf diese Veränderlichkeit der Grenzen braucht man beim Dif- 
[ferentiiren von (1.) nicht Rücksicht zu nehmen; es genügt, um die Summe 
der zweiten Differentialquotienten zu bilden, den Factor von dssin w.dır d6 mit 

-s zu multiplieiren; für äussere Punkte bestimmen sich die Grenzen von w 
und # in (6.) durch die von denselben an die Oberfläche gelegten Tangential- 
ebenen: der von den Normalen dieser letzteren gebildete Kegel. die Normalen 
immer nach derselben Seite genommen, giebt die Werthe von w und 6 an. 
innerhalb deren die M endlich sind. 

4. Nur um die Art der Anwendung von (6.) zu Zeigen. will ich die 
Kugel von der Dichte 1 als Beispiel anführen: 

4 sei der Radius der Kugel. a die Entfernung des angegebenen Punktes 
P vom Mittelpunkt O0; OP werde als Polarachse angenommen; dann sind die 
Querschnitte, die durch P gehen. von 6 unabhängig gleich (A’—a’ cos'w)n, 


und es ist für innere Punkte: 


— 
f(a) : / / (A’— a cos w)sinwdwdd = 274° a. 
) at ' 


Für äussere Punkte sind (s. d. Figur) Pp, (1 PM,) 





_M j i 7 
ER , o und Pp;(LPM,;) die äussersten Lagen der Nor- 
w U male, oder cosy=z geht von a bis — E; 
@ En | \ | u. a 
a is : 
e er ni An A’ 
i W (a\—= 7 FR ‚? 2 0 er 
SH AM fa) f (A’—a'z)dz "ar 


A 
a 
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Die Formel (3.) enthält. auf einen beliebig gegebenen Schwineuneszustand im 
Aether oder in einem begränzten Körper angewandt. die Darstellung diesen 
Schwingung als Resultirende von Wellenebenen. die durch jeden Punkt nach 
allen möglichen Richtungen gehen. Man erkennt daraus. dass es fehlerhaft 
ist. wenn man bei Wellenebenen. die z. B. eine Kusellläche umhüllen. nur 
diese Kugellläche als leuchtend annimmt. Irrthümer dieser Art finden sich in 
den meisten Handbüchern der analytischen Optik: sie haben aber wenige oder 


var keinen Einfluss auf die Richtigkeit der Resultate. 


Leipzig. 1863. 








Zur Theorie der algebraisehen Flächen. 


(Von Herrn A. Clebsch zu (riessen.) 





Eine Oberfläche 2“ Ordnung wird. wie Herr Salmor und ich be- 
wiesen haben. von einer bestimmten Fläche 11»— 24°" Ordnung in einer 
Curve geschnitten. in deren Puncten eine Gerade die Fläche vierpunctig be- 
rühren kann. Von den besonderen Puncten dieser Curve habe ich im 58°" 
Bande dieses Journals diejenigen untersucht, in denen eine fünfpunctige Be- 
rührung möglich wird. sowie die Doppelpuncte derselben, d. h. Puncte. in 
denen zwei Gerade die Fläche vierpunctig berühren können. Durch die letzteren 
Puncte geht. wie ich a. a. Orte gezeigt habe. ein System von Flächen der 
10» —1S"" Ordnung. Im Folgenden werde ich zeigen, dass man diese Puncte 
durch ein Flächensystem niedrigerer Ordnung. nämlich von der Ordnung S»—14 
bestimmen kann. und werde überhaupt die Anzahl jener Puncte angeben. Das 
neue Flächensystem ist namentlich in Bezug auf die Flächen dritter Ordnung 
von grosser Wichtigkeit. Es wird für dieselben von der zehnten Ordnung: 
und der Durchschnitt der 27 Geraden mit irgend einer dieser Flächen liefert 
sofort die 135 Schnittpuncte der 27 Geraden unter einander. von denen 10 
ıf jeder der Geraden liegen. 

$. 1. 

Sei .r ein beliebiger Punet. # eine homogene Function »'” Ordnung 
VON Ce Don 0. 2. also »—=0 die Gleichung einer Fläche »"" Ordnung. Ist 
y ein zweiter Punkt. so geht die Gleichung «= 0. wenn man darin = --4y 
an Stelle von .r setzt. über in 

n.n — 


Il.) ua+ni4Du-+ u Du: 0. 
ich werde im Folgenden immer. wenn % eine homogene Function u!“ Ord- 
nung von 7. 5. Xy. 7, Ist. durch g, den Ausdruck bezeichnen: 


f: _— BER °g . 


u 0%, 





In diesem Sinne ist: 
Du = ya + pm + YW-+ yıu,. 
Du = y(Du)+y(Du)-+y(Du),-+y,(Du);. 
Du = y(Du)+y(D’u.+y(D’u)+y(D’u),. 








- 
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Die Gleichung (1.) aber ist, wenn x, y gegebene Puncte sind. eine Gleichung 
n"" Grades für 4, und die entsprechenden » Puncte z+4y sind die Schnitt- 
puncte der Verbindungslinie xy mit der gegebenen Fläche. 

Liegt x in der Fläche, so ist «= 0, und eine Wurzel A verschwindet. 
Ist die Gerade @y Tangente, so ist auch Du = 0, und eine zweite Wurzel + 
verschwindet. Soll die Gerade xy Haupttangente in x werden. so muss auch 


noch D’u—=0 sein: und endlich muss D’x verschwinden für die Puncete r der 
Für die hier 


Fläche, in welchen eine vierpunktige Berührung möglich ist. 
Sieht 


untersuchten Puncte soll es zwei berührende Gerade dieser Art veeben. 
man also die Gleichungen 
=). Dei Da=G De=d 


als Gleichungen von Flächen an. deren laufende Coordinaten die y sind. so 
müssen diese drei Flächen zwei Gerade mit einander gemein haben. 

Von den drei Flächen (2.) ist die erste vom ersten Grade. die zweile 
vom zweiten, und zwar ist, nach der Bildung der Ausdrücke Du, Du, und 
mit Rücksicht darauf. dass weeen «=0 beide Flächen durch den Punet . 
sehen, Du = 0 die Tangentenebene von D’u=0 im Puncte x. Beide Flächen 
schneiden sich also in einem Linienpaare; und dieses muss also der Forderung 
nach in der Fläche dritter Ordnung D’a« = 0 enthalten sein. 

Hiernach muss man immer solche Functionen A. B vom ersten und 
zweiten Grade für die y auffinden können, dass, identisch in Bezug auf die y. 
(3.)  D’u = A.D’iu+B.Du. 

Diese Gleichung stellt 20 verschiedene Gleichungen dar, welche man erhält. 
indem man die Coelficienten entsprechender Glieder vergleicht. Sind «;, /, 
die Coefficienten in A, B, so sind diese 20 Gleichungen in dem Schema ent- 


halten: 
{ ® Mn _ J Al 
4.) 3 = Un Ft ut U + Pt Par un + Pan tn: 


Diese Gleichungen, verbunden mit „=0. müssen die Bestimmung der gesuchten 


Doppelpuncte x leisten. 
Es ist ein sehr bemerkenswerther Umstand. dass man die Coeffieienten 


ce. von vorn herein einfach und symmetrisch durch die r ausdrücken kann 


Setzt man 
a = 4, u + m-+..-. 


Pi as Pacı+ Par + .... 
Pi Tı + Ph Dr". 


I 
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so erhält man aus (4.). wenn man mit «, multiplieirt und nach 4 summirt. 


zunächst: 
‘ ’) .) 
>.) U; = U; + 0:0, 00, + P,W; + Pur: 
sodann aber. wenn man mit .,; multiplieirt und nach + summirt: 
3m, 2on, + Pu, 


oder. da im Allgemeinen nicht alle #, gleichzeitig verschwinden können: 


6b.) 9 2a+P. 
Sei nun ferner ./ die aus den «,, gebildete Hessesche Determinanle. 
U. ihre Unterdeterminanten. Da ./ vom Grade 4(»—2) ist. so hat man der 


oben fesivesetzten Bezeichnungsweise zufolge: 


I(n—2)4, Z>U,..(n—2)u,;,,:. 
oder 
vyyr 
4 A, —_— U „Ms: 


Führen wir in dieser Gleichung für «;,, die Werthe ein. welche sie nach 4. 


für die fraelichen Puncete annehmen sollen. Wir haben dann: 


124, = 9, ZZ U,u, +? Fa, U,,u, 
s HM, ey U, Pa +7, = Zu U, Dar 


Nach bekannten Sätzen ist nun: 
Zr U,u,=44, ZI U, u, = 0,4, 
u: > 
l ik [Pkh — PPi A, 


> = u. 
Zu; U, Pu = ZZ Eu,,C 


Im m 


und demnach: 
12 T, 6, AI- 27, 4-+ H, >»P: UP; R 
Setzt man noch der Kürze wegen: 
7.) ZZUf, = AM, 


so wird dies: 


8.) 12.4, = (60, +27,) 4+4u,.M; 
und wenn man mit :, multiplieirt und nach h summirt: 
124 = (60+2P)4. d.h. 
6b = 3a-+p. 
Vergleicht man dies mit (6.). so findet sich: 


wa. A=—l 


Die Gleichung (5.) geht sofort. indem «,; ganz herausfällt, über in 


0 — (0, + P,)u;+ (0;+P;) Nr. 
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Man braucht nur A =; zu selzen,. um daraus zu finden: 
y. 0; 7 s 


und endlich aus (8.): 
3A Wu 
10. a, . 2. 
w 
Dies ist die gesuchte Bestimmung der e. Führt man die erhaltenen 


Werthe in (4.) ein. und setzt 


11. A 3;,— Mu;, 37.4. 
so nimmt jene Gleichung die Gestalt an: 
(12. A.u,,, A,uy + Fu + I ut U fat Want Wu: 


wo nur noch die Y als unbestimmte Coefficienten auftreten. Und die Com- 


bination von (9.). (10.). (11.) liefert noch die Bestimmung: 


13. vi 4;. 


vi 
Die Gleichung (12.) enthält bereits eines der oben erwähnten allgemeinen 
Resultate. Multiplieirt man nämlich mit y;y,y, und summirt. so erhält man 
die Gleichungen (12.) in die eine Gleichung zusammengefasst: 

14. 4.D'u 3DA4.D’u— 31. Du. 


Diese Gleichung. welche für die y identisch ist. muss auch noch bestehen. wenn 
man für die y die Coordinaten eines Punctes setzt. welcher auf Da = 0 und 


ausserdem auf der Verbindungslinie zweier beliebig gegebenen Puncte a, b 


liegt. Es ist dann 9; =4a,+ub,. und das \erhältniss bestimmt sich aus 
! u 


der Gleichung AFa;u;+-uIb;u; = 0. so dass man für 4. u selbst die Aus- 
drücke (a—1)"" Grades Ib;u;, — Sa;n; setzen kann. 

Setzt man also diese Ausdrücke in 14. ein. so stellt jene Gleichung 
eine Fläche der (8”»—14,"" Ordnung dar. welche die gesuchten Doppelpuncte 
enthalten muss. Und da man den Grössen a, 5b alle möglichen Werthe bei- 
legen kann, so ist hierdurch der Satz bewiesen: 

Durch die gesuchten Doppelpuncte gehen unendlich viele Flachen 
der (Sn 14)" Ordnung. 

Die Gleichung (14.) führt noch zu einem anderen Satze. Die Gleichung 
Du = 0 stellt die Tangentenebene (\»—1" Polare) des Punctes .r in Bezug 
auf v=0 dar, D’u=0O die (r— 2)" Polare. D’u=0 die (n—3). Zugleich 
ist D4=V0 die letzte Polare des Punctes x in Bezug auf die Hessesche 
Fläche. und so kann man den Satz aussprechen: 

Journal für Mathematik Bd. LXI1lI. Heft ı J 
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Die Tangentenebene an u = V in einem der gesuchten Doppelpuncte 


wird von seiner, in Bezug auf u-V genommenen, (n -3)" Polare in drei 


Geraden geschnitten. Von diesen sind zwei die Haupttangenten des 
Punctes, die dritte aber ist der Schnitt der Tangentenebene mit der in Be- 


zug auf die Hessesche Fläche genommenen letzten Polare des Doppelpunetes. 


$. 2. 

Dieser Satz ist indessen nichts als ein specieller Fall eines allee- 
meineren Satzes, welchen ich jetzt beweisen will, nämlich: 

Die Ebene der Puncte, deren in Bezug auf die Hessesche Fläche 
genommene Polare durch einen gegebenen Punet der Fläche u UV geht, 
schneidet die Schnitteurve der diesem Puncte entsprechenden Fläche dritter 
Ordnung D’u=0 und der Tangentenebene von u =V in diesem Puncte 
in der Verbindungslinie derjenigen drei Wendepunete der Schnitteuree 
dritter Ordnung, welche nicht in den Doppelpunet (Berührungspunet) fallen. 

Und insbesondere für Flächen dritter Ordnung, wo D’u = 0 mit v« -- 0 
identisch wird: 

Die Ebene der Puncte, deren in bezug auf die Hessesche Fläche 
genommene Polare durch einen gegebenen Punct der Fläche dritter Ord- 
nung u=V gehl, schneidet die Schnitteurve von u = VO mit der Tangenten- 
ebene jenes Punctes in der Verbindungslinie derjenigen drei ihrer Wende- 
puncte, welche nicht in den Derührungspunet fallen. 

Es genügt oflenbar den zweiten Satz zu beweisen. Denn da in dem 
ersten nicht höhere als dritte Differentialquotienten von «= 0 benutzt werden. 
so kann man die Werthe. welche dieselben für den gegebenen Punct an- 
nehmen, mit denen verlauschen, welche man aus D’« -- 0 ableitet, oder man 
kann überhaupt die Fläche dritter Ordnung D’u=0 an Stelle von u = 0 
setzen. wodurch der erste Salz auf den zweiten zurückgeführt ist. 

Um nun den zweiten Salz zu beweisen, denke ich mir für den Augen- 
blick unter m = 0 die Gleichung der Tangentenebene des gegebenen Punctes 
z. und unter a=0, b=(0 zwei durch die Haupttangenten desselben gelegte 
Ebenen: endlich unter e—=0 die Gleichung einer Ebene. welche durch die 
drei Wendepuncte der Curve dritter Ordnung geht, in welcher « =0 von 
m = 0 geschnitten wird. Dann muss für » -0 die Gleichung #0 sich 


redueiren auf 


@-+b’+babe = UV, 
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d. h. man muss identisch haben: 
a = sme -+a +b’+ babe, 
wo re eine Function der zweiten Ordnung ist. 
Man findet daraus: 
n, m,» +-2mev;+ a a;+b b;— abe; + Zach; + 2cha;, 
u, = m;r,+-m,v;+ me ,—+ aa;a,—+ bb;b, 
-a(b;c,—+ c;b,)—-bie;a,— a;c,)+clab,—+ b;a, 

Für den Punet r hat man a =0. b=0,. m = 0: daher ist wirklich »; mit m 
proportional, d. h. m = O ist die Tangentenebene in x: zugleich aber wird: 
uU, = m;v, + m,r;+cla;b,+a,b; 

Setzi man also noch 
r Z+m,va,b;. 


so hat man für den Punet r: 


or or or or or or or or 


22? » 
I (' r . I ä rn Ce — FEN a 3 ER kan an 5 | 
\om. or, cm, ov, ca, ob, ca, ob 


Bezeichnet man nun alles einem beliebigen anderen Puncte x Entsprechende 
durch einen Horizontalstrich, so ist die Gleichung der letzien Polare von x 
in Bezug auf 47 oder die Gleichung der Ebene. für deren Puncte die in 
Bezug auf ./ genommene Polare durch x hindurchgeht: 


21;4; . Zu; U r > 0 





tr Or ör ÖrN Ir ör ör AN) 
rt _ — + 4 An —t— - 
om, ov, cm, ov,/ ca, cb, ca, ob,/} 
</m;o,+m,v; mr, + aa;a,—+ bb,b,+a/b;c,—+ e;b,)+ bi e;a,—a;e,)+ e(a.b, + b;a,)!. 
was sich bei Ausführung der Summen sofort vereinfacht zu: 
ad. OR dr rm or or -— __ or 
0 — erZv; — +cemZzpo, — —+mZ>rr — — +rafe- 
dv om, or, oa, ob, ca. 
ai > | 
-rbEec Ler‘. 
ob. 
Da inzwischen die Determinante 
m m m, m, m 
Ce; TC» TO; U; e, Tı, 02T... 
| 
a, d; d; dA, a 
15 | = 
ds, bb b5 b, b 
| “ 
le. 6. 8. C 
— or — 3 — or — or 
= er- mc — —- Zr 20, —-asce — —bIe;— 
' Om ie "o "oa "ob 
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offenbar identisch verschwindet. so kann man statt der obigen Gleichung auch 


die folgende setzen: 
u. } i u u 5 u er 
16.) 0 = 2er +Mm+r\ Ze, Sun Fe: 
v, ’v, 


der Ausdruck der Function M ist dabei gleichgültig. 
Nun findet sich durch Auflösung der Gleichungen 


m 0. =®dv, a—d. b=0 


für x; der Werth: 
or 
rc; = 0 — 
cv. 
Daher ist auch: 
— or _— : or er u o 
r \eSr;- Fon: -— = Zu (rev X G=—). 
op, or, \ op, \ Or, / 


und dieser Ausdruck verschwindet. wie man sofort sieht. wenn man in dem 
verschwindenden Ausdrucke (15.) die x an Stelle der x selzt. Von der 


Gleichung (16.) bleiben also nur die in e und »» multiplieirten Terme übrig: 


die fragliche Ebene geht also durch den Schnitt von e=0. m 0. d.h. 
durch die Verbindungslinie der in Rede stehenden drei Wendepunkte. was 
zu beweisen war. 

Dieser Beweis wird auch. wie man leicht sieht, nicht aufgehoben. 
wenn diejenigen Ausnahmefälle eintreten. in denen die Schnitteurve nicht eine 
(leichung von der Form 

a —+b'-+babe 0 

annehmen kann. Der erste dieser Ausnahmefälle tritt ein. wenn die Curve 
dritter Ordnung in einen Kegelschnitt und in eine Gerade zerfällt. In diesem 
Falle ist 5° nicht mit dem Coefficienten 1. sondern mit dem Coeffieienten 0 
zu behaften. was nichts ändert. Zugleich schneiden. da die Gleichung des 
Kegelschnittes dann @+65be —=0 ist. b und e in den Tangenten des Kegel- 
schnittes für die Puncte, in denen er von der Geraden @a—=0 geschnitten 
wird. Dies giebt folgenden besonderen Satz: 

Legt man durch eine der 27 Geraden einer Fläche dritter Ordnung 
eine Ebene, welche dann noch in einem Kegelschnitte schneidet: so stehen 
die beiden Schnittpuncte desselben mit der Geraden und die Tangenten 
des Kegelschnitts in diesen Puncten in solcher Wechselbeziehung. dass 


die in Bezug auf die Hessesche Fläche genommene Polare jedes Punctes 


der einen Tangente durch den anderen Schnittpunct hindurchgeht. 
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Der Fall. wo dieser Kegelschnitt sich in ein Linienpaar auflöst. entspricht dem 
Satze des vorigen Paragraphen. Die nach dem Wendepuncte gezogene Gerade 
wird dann unbestimmt, insofern jeder Punet der Schnitteurve als Wendepune! 
aufzufassen ist. 

Der zweite Ausnahmefall tritt ein. wenn der Punet x der Wendecurve 
angehört. und die durch ihn gelegte Berührungsebene also in einer Curve mi 
Rückkehrpunet schneidet. An Stelle von a’--b’+babe muss man dann 
a’-+-3b’ce selzen. was gleichfalls im Resultate nichts ändert. Alle Wendepuncte 
liegen in diesem Falle auf a—=0. in der Geraden. welche den Rückkehrpune! 
mit dem neunten Wendepuncte verbindet. Man hat also den besonderen Satz: 

Legt man in einem Puncte der Wendecurre einer Fläche dritter 
Ordnung an diese eine Tangentenebene, so schneidet sie in einer Uurre 
mit Rückkehrpunet, welche ausser diesem nur noch einen einzigen Wende- 
punct besitzt. Die auf der Verbindungslinie beider gelegenen Punet: 
haben die Eigenschaft, dass ihre in Bezug auf die Hessesche Flach: 
genommenen Polaren durch den Rückkehrpunet selbst gehen: oder mil 
anderen Worten, die Tangentenebene des Rückkehrpunetes fur die Hessesch« 
Fläche und seine Tangentenebene für uU müssen sich in dieser Geraden 
durchschneiden. 

Die Anwendung dieser besonderen Sätze auf Flächen »" Ordnung 
liegt nach dem Früheren auf der Hand. Man hat nämlich nur statt der Schnitt- 
eurve der Tangentenebene Da = 0 mit »—=0 ihren Schnitt mit Du 0 zu 
setzen; ob man aber die Hessesche Fläche für „= 0 oder für Du - 0 an- 


wendet, bleibt im Resultate gleichgültig. 


$. 3. 

Mit Hülfe dieser Sätze ist es nun möglich. dem in &. ] bestimmter 
Oberflächensysteme (82 — 14)" Ordnung eine unmittelbare geometrische Deutung 
abzugewinnen: oder wenigstens dasjenige Curvensystem geometrisch zu inter- 
pretiren. in welchem diese Flächen die Fläche «= 0 schneiden 

Denken wir uns nämlich in jedem Puncte x der Fläche «U die ent- 
sprechende Fläche D’« =0 construirt. deren Puncte die Eigenschaft besitzen. 
dass ihre dritte Polare durch x geht. Die Tangentenebene von r an u © 
fällt mit der an D’u = 0 gezogenen zusammen: und sie schneidet letzter 
Fläche in einer Curve mit Doppelpunct. Denken wir uns jetzt die noch 
übrigen Wendepuncte dieser Curve mit x verbunden: die Bedingung. das= 
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eine dieser Geraden eine bestimmt gegebene Gerade treffe. definirt den Punci 
r als der Curve angehörig, in welcher eine der Flächen (8» — 14)'" Ordnung 
die Fläche «= 0 schneidet. 

Verbindet nämlich die gegebene Gerade die Puncte a, b, so muss 
unter diesen Umständen der Wendepunet 4 Coordinaien von der Form 
.a;—- ub;+ 0x; haben. wobei 4a;-+ub; die Coordinaten des Punctes sind. in 
welchem die von x nach dem Wendepuncte gezogene Gerade die Linie ab 
schneidet. Der Wendepunet soll gleichzeitig auf DI=V,. auf Du=0 und 
auf D’ua=0 lieren. Bezeichnet man nun genauer die Grössen. welche bei 
der Bildung der Differentialoperationen Da etc. als Inceremente eingeführt werden. 
durch beigefügte Indices. so hat man unter diesen Umständen: 

D(A)= D,.:u(N+oI = VÖ. 
D(u) = D..„(wW = ®. 
D’,(u) = Dass» (U) + 30D ara (u) = 0: 


oder. nach Elimination von 0, 
D;. -ub u u 0. 
3 f \ “| 4 2 \ = 
1 Deia t ub)’ (W) ri ID aa+un (4) \ D ia+ub? (a) Ei 0. 


I6“. 


Hier bestimmen sich aus der ersten Gleichung #, « ganz wie in $. 1. und. in- 
dem man ihre Werthe in die zweite Gleichung (16“.) einführt, gelangt man 
genau zu derselben Fläche (8»2—14)"" Ordnung, welche oben benutzt wurde. 

Dass. wie in $. 1 gezeigt wurde. alle Flächen dieser Art durch die 
Doppelpunete der Curve vierpuncliger Berührung gehen müssen. ergiebt sich 
sofort von selbst aus der geometrischen Definition dieser Flächen. Die Ebene 
Du 0 schneidet sich mit der Fläche D’u=0 für solche Puncte in einer 
Curve. welche in drei Gerade zerfällt. Der Schnittpunet zweier derselben 
ist der Doppelpunet selbst. Jede von diesem nach der dritten gezogene Gerade 
ist als nach einem Wendepuncte gezogen zu betrachten. Unter diesen aber 
muss sich immer eine befinden, welche zugleich die gegebene Gerade a, b 
till. Der Doppelpunct genügt also. wie auch diese Gerade gegeben sein 
mag. der Bedingung. nach welcher er der entsprechenden Curve (8»—14)'" 
Ordnung angehört. 

Die Doppelpuncte liegen auf der Curve der vierpunctigen Berührung, 
welche der Schnitt von «= 0 mit der Fläche (112 — 24)" Ordnung F=0 ist. 
Das ganze System der oben erwähnten Curven hat also mit dieser Curve eine 


Anzahl gemeinsamer Schnittpuncte. Ich will die Zahl der Doppelpuncte,. welche 
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wir suchen. durch « bezeichnen; da von der Curve der vierpunetigen Be- 
rührung immer zwei Zweige durch einen solchen Punet gehen. so entsprechen 
die & Doppelpuncte 2 Schnittpuneten der Flächen v0. F 0 mit irwend 
einer der Flächen 8» —14"" Grades. Bezeichnet man durch 3 die Zahl der 
übrigen Schnittpuncte. so hat man also die Gleichung: 

(17.) 2Ra+P = n.82— 14.112 — 24. 

Das Bedenken, ob nicht vielleicht die Doppelpunete auch für diejenige 
Curve Doppelpuncte seien. in welchen #«=0 von der betreffenden Fläche 
8» —14)"" Ordnung geschnitten wird. erledigt sich am besten. wenn man 
die Doppelpuncte dieser Curve unmittelbar aufsucht. Solche Doppelpunete 
können der geometrischen Erzeugung der Curve nach nur entstehen. wenn 
von einem Puncte der Fläche mehrere verschiedene oder zusammenfallende 
Gerade nach der Geraden ab gezogen werden können. welche durch Wende- 
puncte des Schniltes von Du=0. D’u = hindurchgehen. 

Dies ist erstlich immer möglich. wenn der Punct der Fläche auf der 
(reraden ab selbst liegt. also in den Schnittpuncten dieser Geraden mit «0 
Zweitens können verschiedene Gerade durch Wendepuncte gezogen werden. 
wenn ab in der Tangentenebene von .r liegt. Drittens können hierher die 
Fälle gehören, wo mehr als ein Wendepunet des Schniltes von Du =- 0. 
D’u=0 mit z in einer Geraden liegt. In diesem Falle ist entweder .r ein 
Rückkehrpunet. und liegt also auf /=V. oder es zerfällt die Curve dritter 
Ordnung in eine Gerade und einen Kegelschnitt. und es wird also die Gerade 
ab von einer vierpunctig berührenden Tangente geschnitten. 

Die Doppelpuncte der Curve vierpunctiger Berührung gehören keiner 
dieser Abtheilungen an. Sie sind also als einfache Puncle der Fläche (Sr -14 
Ordnung anzusehen. 

Die anderen Schnittpunete dieser Fläche mit der Curve der vierpunetigen 
Berührung sind nun dadurch bestimmt. dass für sie eine nach einem der ent- 
sprechenden Wendepuncte gezogene Gerade durch die Gerade ab geht. und 
dass gleichzeitig in jenem Puncte eine Gerade vierpunctig berührt. Diese 
Gerade muss deswegen der entsprechenden Curve dritter Ordnung ganz ange- 
hören: diese zerfällt also in diese Gerade und einen Kegelschnitt. und da alle 
Wendepuncte einer solchen Curve auf der Geraden liegen. so muss diese 
selbst es sein. welche die Gerade ab schneidet. Die Auffindung dieser Schnitt- 
puncte kommt also mit dem Problem überein. die vierpunctig berührenden 


Geraden zu finden. welche eine gegebene Gerade schneiden. 
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Bei Flächen dritter Ordnung sind solche Gerade nicht möglich: es ist 


also 7 0. und 
ua u iu 
welches das bekannte Resultat ist. 

Aber im Allgemeinen existiren solche Gerade allerdings. Und zwar 
sehören die Berührungspuncte nach dem Vorigen möglicher Weise unter die 
vielfachen Puncte der Curve »(8r»—14)"" Ordnung. Dass dies in der That 
nieht der Fall ist, kann man etwa so einsehen. 

Wenn man 4 und « aus (16“.) eliminirt. so erhält man die Gleichung 
der Fläche (S» —14)"" Ordnung in folgender Gestalt. in welcher der Kürze 
wesen D’;u. D,u durch «,... a, etc. ersetzt ist: 


; 3 ‘ > > > 3 
AU, WW, Ua U Ua + BU, uU. — Zu, U.) 


rcaıa ’ 


—3(9I, — I, u.) (U. — ZU U, U, U U) 0. 


Nehmen wir nun an. was ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit geschehen 
kann. der Schnittpunet der vierpunctig berührenden Geraden mit der Geraden 
ab sei der Punkt a selbst. Dann ist: 


-0. a... =d. 


aaa 


u,=QV. u 


aa 
Die Tangentenebene der vorliegenden Fläche hat also für den Berührungs- 
punet .w die Gleichung: 


0 1\(n—3) Du ‚Du, }—34,|(n—2)u, Du,.— 2 (n—1)u,, Du,!- 


aat 


aan, — S(n—1)u 
Diese Gleichung ist weder unbestimmi, noch fällt sie in der Nähe von x mit 
dem Elemente der Curve vierpunctiger Berührung zusammen. Das erste sieht 
man. wenn man sich etwa den Punct x als eine Ecke des Coordinatentetraeders 
denkt. und sodann «# nach Potenzen der entsprechenden Coordinate orünet. 


Man sieht dann sofort, dass. abgesehen von allem anderen. in Da,.. Terme 


bleiben. welche in keinem anderen Gliede der Gleichung vorkommen, und 
also nicht fortfallen können. Das zweite ist von vorn herein klar: denn die 
betrachtete vierpunctig berührende Gerade kann. bei beliebiger Wahl der 
(Geraden ab, jede vierpunctig berührende Gerade werden. Diesen aber kommt 
keinesweges die Eigenschaft zu, Tangenten an die Curve vierpunctiger Berührung 
zu sein. was vielmehr nur für die Puncte fünfpunctiger Berührung eintritt. 
Es ist also 5 die Zahl der vierpunctig berührenden Geraden selbst. 


welche durch eine gegebene Gerade ab hindurchgehen. Diese Zahl soll jetzt 


bestimmt werden. 
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$. 4. 
Sei Aa--ub der Schnittpunet einer in = vierpunctig berührenden Geraden 
mit der Geraden ab. Man hat dann als Bedingungen der vierpunctigen Be- 


rührung die Gleichungen: 


| ‘= u 

18.) Din us (U, ) 
D,;, ub)? a 0. 
Bei: le) = Gi 


Dieselben sind für die x von den Graden », n—1. »n—2. n—3. für das Ver- 
hältniss = von den Graden O0. 1. 2, 3. Die Elimination der x führt also 
auf eine algebraische Gleichung für dieses Verhältniss. deren Grad folgender ist: 
n!i1.n—2.n—3+2.n—3.n—1+3.n—1.n—2) = n(bn’—22n +18 

Aber dennoch zeigt diese Zahl nicht die Anzahl der gesuchten vierpunctig 
berührenden Geraden an. Denn in der That führen die Gleichunsen /18. 
auf Tangenten dieser Art nur, wenn man die Puncte z und Ja-ub als von 
einander verschieden voraussetzt. Nun genügen allen Gleichungen (18.) auch 
die Schnittpuncete der Geraden ab mit «=. für welche diese Puncte zu- 
sammenfallen. Es bleibt also zu untersuchen. wie viele Lösungen jener 
(Gleichungen durch diese Puncte absorbirt werden. 

Lassen wir den Punet a selbst einen dieser Schnittpuncte bedeuten 
In der Nähe dieses Punctes. für welchen demnach # verschwindet, sei 2,—=a,-- ey 
und zugleich u = eo. wo & eine sehr kleine Grösse bedeutet. Die Grössen 4 
können wir, ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen. gleich 1 setzen. Denken 
wir uns nun diese Werthe in die Gleichungen (18.) eingeführt und nach 
Potenzen von & entwickelt. so erhalten wir folgendes System. in dessen linken 


Theilen immer « statt ‚x geschrieben gedacht wird: 


























| n.n—1 . n.n—1.n—?2 
u+ ne u eD..(u -eD’,(u) + -- 0. 
neD, 1.2 y: 1.2.3 y> 
4 \ m i.n—?2 ) ) / „—1.0-—-2.n- -3 3 3 
„—(n—1)eD, (a) - 15 EeD,.(u)+ Pa ED ,(u 
-£0(D, (uw) **-) 0. 
=, rg n—2.n—3 m» n—2.n—3.n—4 ,‚,n; 
u (n—2)eD, (u) ED: (+ — ———— ED, (u 
? 1.2 1.2.3 
+2:0(D, ur.) = U. 
| ,.n-3.n—4 om r.x., n—3.n—4.n—5 zn3 
u—-(n—9)eD (u) - — - ED\.(u) + — 5 EeD:;,(u 
| 1.2 . 1.8:3 
-3eo(D,(u)+ +») 0. 
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Da nun «= 0. so kann man durch Auflösung dem Sysieme die Form geben: 
D,(w)=e.P, &D.(u)=e.Q0, EDs(w)=o.R, ED,(u) =g.8, 

wo P, Q, R, S in Bezug auf & von der nullten Ordnung sind. Der letzten 

(Gleichung wegen muss o selbst von der Ordnung & sein. oder man darf an 

Stelle dieser Gleichungen, für ein verschwindendes &, die folgenden setzen: 


D,u)=QV. D.Ww)=-0, Da =d. 


yaı 
Man hat hier die drei letzten Polaren des Punctes « vor sich, welche 
sich bekanntlich in sechs mit « zusammenfallenden Puncten schneiden. Jede 
der auszuscheidenden Lösung ist also sechsfach zu zählen. so dass man zu 
folgendem Salze gelangt: 
Durch eine gegebene Gerade kann man im Allgemeinen In \3n—2) (n— 9) 
Gerade legen, welche eine gegebene Fläche n’” Ordnung vierpunctig be- 
rühren. 
Wenden wir dies auf das Problem der fraglichen Doppelpuncte an, so ist in 
(17.) P = 2n(3n—2)(n—3) zu setzen, oder man hat den Satz: 
Die Curve der vierpunctigen berührungen auf einer Fläche n'” Ord- 
nung hat im Allgemeinen 


„(An —7) (11a — 24) — (32 —2)(n 3) = n- Alm’ — 1620 4162! 


Doppelpuncte. 
Giessen. den 26°" Mai 1863. 
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Note über die Integration einer gewissen Gattung 
linearer Differentialgleichungen. 


(Von Herrn Simon Spitzer zu Wien.) 


7 AO hat im 19'%” Bande dieses Journals sezeiet. dass. wenn die 
Gleichune 
o" Iz m—I 


nr = 2 
OX 


das Integral 2 = w(x) hat. sodann das Integral der Gleichung 


die (restalt annimmt: 


mn 


Er mtn , ’ 
y-= u € Vv(Ur)Oou, 


0 
wenn zwischen den »-+1 Constanten. die in w(x) vorhanden sind. eine ve- 
wisse Bedingungsgleichung Statt hat. 

Dieser Satz von Kummer ist ein specieller Fall eines allgemeineren 
Satzes. welcher folgendermassen lautet: 

Ist das integral der linearen Differentialgleichung 


e"Hl o'z | ok- 2 | | 0% : 
Kam | A.2' — +Auı 2" —— ++ +A, 2 + A | 


or" oX og! Or 0 
Dr. rl. 5 
’ m—1 r 03 | 1 o' og RB j OS : 
rt z24Bz]|. 
| or oT O0x ar 


in welcher m und 
De Ma ne a A a 


0. 0 


constante Zahlen, r, k und » ganze positive Zahlen oder auch Null bedeuten. 


bekannt, ist nämlich 
a) s= wle), 
so ist das Integral der linearen Differentialgleichung 














on .oy a a 
\ I. |A.« I + Aa er + +Aı2 4A, 
3.) ai a => we | 
- or ao öi 
| — 1" LE 7 +B,_,® GE — + +2 + B,y| 
von folgender Form: 
rt n 
m ir 
i mn en 
(4) y = / . v (ur) ou. 


0 


4* 
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Der Beweis dieses Satzes ist höchst einfach und ganz dem ähnlich, den Kammer 
bei seinem Theoreme einschlug. Differentiirt man nämlich die Gleichung (3.) 


und setzt man der Kürze halber 


ori rf 4 N e oy 
z |Aı« Dh + A, 1% ern ar u +A, 07, > Ay] 











=.) 
\ d In+k+1 In+k In-+-?2 nA 
Ä ee | © 0 A 
SET REERE ogrtrHl TU-1: ogtk TruX Ort? Vo ’ 


woselbst 
Y Y Y 
u un a 


ebenfalls eonstante Zahlen bedeuten, so erhält man: 











n-+-k-| Iy In-+-k In-+2 yn-+-1 
pr . 3 +0,_,07 Ee MR +, 27 J 2: O3 
(6.) gr Bi 
= [Ba mt a) Bunt 4 
hr 0 


Führt man hierin statt y seinen in (4.) stehenden Werth ein, so gelangt man 


zu folgender Gleichung: 





— Zu 
/ pn ee TO ED u) + ON u) 
i - CO, 2uy" I (ur) + CO y’ (ae))du 
kA rd > 
Eu N er /w He mn ver (ur) du 
0 © u Fn 


»L 
I (m - h) Bf yet i—1 e m + (u) du), 


() 
und diese gestattet eine wesentliche Vereinfachung. Es ist nämlich, vermöge 
der Gleichung (1.) identisch: 


R ze ww" +-k4 (2) »® D.. ut yet) (2)-+ . Üx u" n-+-2) (x) )-+ > w" + )(x) 


-- EN [B; x* w# (2)]. 


i-0 


und diese bleibt identisch, wenn man «x statt x setzt; folglich ist: 


e za uf we +k+1) (ur) + C, 9? ty +k) (ur) + ai + C, eu ww" +2) (ur) + En y“ Dar, 
ier 


Bun Pal gr \ [B, u’ rt Tr (un). 
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Mittelst dieser Gleichung vereinfacht sich die Gleichung (7.) und geht. wenn 
man gleich durch x” dividirt, über in 


m--n 4 
u 


Pie 2 \ 
ER + yet | 
f min, mn [Bu a’ w® (ux)] du 
10 


0 





(8.) 


= m—n EN [B; ah AR gm +4 Te (ur) yn (m +4) B, 1 all Tao yı (ue)idu. 


0 


und dies ist identisch. Denn differentiirt man den Ausdruck 


i=r mn 
u 


mr, mtn,d 
(9.) \ l2;r a A (un | 








0 
nach «, so erhält man: 
2 r u” N u N 
d B,+u"+e "Tri & (ua) (m-+4)B; at A, MER 
k 2 
(10.) rs i—0 
m u N 
- Bere ° +n yv’luz)+ Beute "TED (ye)) du, 


und wird dies bezüglich « innerhalb der Grenzen O und & inteerirt. so er- 
hält man die Gleichung (8.), vorausgesetzt, dass der Ausdruck (9.). d. i. 


mn 
u 


> 


(11.) «"e "F"[B,w(ux)+Byux y(ur)+-+B,_ u "eye (ur)+Buacw(ur)). 
sowohl für »=0 als auch für «=» verschwindet. 

Man kann den in dieser Note bewiesenen Satz nach einer. bei ähn- 
licher Gelegenheit von Dienger *) gemachten Bemerkung, genauer folgender- 
massen aussprechen: 

Ist das Integral der Gleichung (1.) 

3 = v(r), 
so genügt der in (4.) aufgestellte Werth von y derjenigen Differentialgleichune. 
welche man erhält, wenn man die Gleichung (3.) einmal differentiirt: nur ist 
nöthig, dass der Werth von y einen Sinn hat, und dass, sowohl für «0 als 
auch für «=» der in (11.) stehende Ausdruck verschwindet. 


Wien, im Juni 1863. 





*) Heidelberger Jahrbücher der Literatur vom Jahre 1861, Seite 69. 
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Fiıxtrait d’une lettre de M. Hermite a M. Brioscht. 


Kin appelant comme vous le faites *). U la forme cubique proposee. 
HH le Hessien. K le covariant du sixieme degre, et: 
dU dU dU | 
dx dy dz 
dH dH dH 
dx dy dz 


dK dk dk 
de dy dz 





le covariant du neuvieme degre que vous avez a bien jusle litre introduit 
dans la theorie, jai remarque quil est decomposable en facteurs lineaires et 
que tous ses invariants sont des puissances du diseriminant de U. On le 
prouve au moven de lexpression correspondante a la forme canonique 
U=- +++ 6leys. qui est: 
0 = R(a’—-y)(y—»)(2’— x) 

abstraetion faite d’un facteur numerique, AR etant le diseriminant. 

D’une maniere analogue. en ajoutant aux trois contravariants que M. 
Cayley desiene ainsi: PU, OU, FU le contravariant du neuvieme degre: 

dPU dPU dPU 


} 
1} 
unbe Bi 





dE dn di | 

on __ ‚dQU dQU dQU 
x Me d& dn de | 
| 


dFU dFU dFU| 
| de dn de | 
on parviendra si l’on supprime un facteur numerique a: 
Eu... 28 3 > m’ 
) = R(s (7 — ) 


u £ > /\$ 2 )9 
dou resultent les memes consequences que pour ©. 





Mais la valeur de 42 sous forme de determinant suggere nalturellement 
dappliquer votre methode a la relation PU=0 en multipliant par: 





@ P Y | 

6% da 
A 5 S 7 . 

ds dr de) 


“) CR. de lacad@emie de Paris 1865 premier semestre, page 304. 
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ce qui donne: 


T 14 T IPU / > ‚7 
24 = 3(QUdFU—2FUAQU) (a +ß° = 7 
S ( fi (L 
sous Ja eondition admise PU =VÖ. 


Effeetivement il est aise d’obtenir: 
(2 = FU(QU)-—-2T(FU.OU)-+-R(FU 


T etant Vinvarian! du dixieme ordre et R le diseriminant. Faisant done: 


\ U 
’ YFl 
on aura: 
IPU dPpU dp! 
24 — da! BA... 
6dz(FÜ) dr her 


Q = (FU)? Ye —2TEHR, 


et par suite: 





JI B| 6 dz 
dPU_ .dPU_ dP U VsaTsıR 
. BER a B ” —— > — 51 1%) 1 Rh 
au m TE 


Mais le point le plus essenliel est d’obtenir l’expression de (2° en fonclion 
rationnelle et entiere des covariantis et contravarianlis. ainsi que vous lavez 
fait a l’egard de ©’ et des trois covariants. Votre methode qui emplove les 
quantites S,,, T,, de M. Aronhold m'ayant entieremen! echappe. voici celle que 
jai suivie. Jai pris pour point de depart. les expressions eanoniques donnees 
par M. Cayley: 

PU = -IF ++) +(4P—1)$5n6 0. 

OU = 1-10) +T)-6P(5+AP)ErZ, 


FU DONE A( ME L CHF) 
+HeHT 
u er >> ne 
—2UAAIH2P)rS 
dou l’on tire. en faisant: o=1+ 3 
” a — 41’ 
++ = EU, 
33 ı 33 | 3,3 er, III? 
To+SS+T = 04T — (gU). 


3 
3.33 ! / Y\ 
si, = -— (00), 
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de sorte que le resultat cherche s’obtiendra en caleulant le diseriminant de 
"equation du troisieme degre: 


P# I QU+1(- 4 FÜ+ - (0U))+ (00) = 0, 
Vu en FE 
2 
u: a 
() 


on a Ja transformee plus simple: 
, A T Tr 
pr! FU __FU.QU 
w) w’ 





= 





el on en deduit abstraclion faite d’un facteur numerique: 
E-P-OE-P} = —{FU(QUY-2(1-20P-8P)(FU.QU)+w(FÜ) 
el par suite le resultat ei-dessus. 
Peut-elre ne serail-il pas sans interel de rapprocher la substitution 
preeedente de la votre appropriee a l’equation PU=O, et aussi d’envisager 
la place des equations U=0 et PU=Ö, celles-eci: 
aU-+-bHU=0, aPU-+-bOU —=Vd. 
Paris. 21 Fevrier 1869. 


Note de M. Brioschi relative a la lettre precedente. 

En supposant que les expressions des conlravariants P, O0, F soien! 
eelles des formes adjointes (zugehörigen) designces S,, T,, F(u,.w,.u,) par 
WM. Aronhold (pag. 139, 185 de son memoire sur la theorie des fonclions 
homogenes du troisieme degre a trois indeterminees, Vol. 55 de ce Journal) 
la valeur de 42° en fonetion de P, Q, F et des invariants s, t est la suivante *): 
2 — S($—P)F+8(stPP 28’ PQ-+t0°) F’ 

+3 (E P-8P°O+10s PO — 30%) F+ PR P’—3sP?O+ 0°). 
En designant par k(P), k(P) les covariants pour la forme eubique P, et par 
ö, r ses invarianis, on a: 
= 4(F +38), T=8E(I’—-), 
h(P)=6s0—2tP, 6k(P)— RP’ = 1448’ (dr F+ st PP— 28’ PO + 10°) 


*) La notation que jJemploie (celle de M. Aronhold) differe par des facteurs 
numeriques de la notation employde par M. Hermite (celle de M. Cayley), de telle sorte 
que les quantitds que je d@signe par P, Q, F, t, r, 2 sont @quivalentes A celles que 
M. Hermite d&signe par 6P, —2Q, —?F, —T, a, 38. 
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our =f—s est le discriminant de la forme «; par consequent si l’on suppose 
P=0 on aura: 

6k(P) RE 
pm = AIr GG +t). 
h’(P) () 
ou en posant: 
6k(P) () 
= un A = — 
h’(P) 2F 


br 





on aura le resultat que la substitution y’ — 24, Conduit a la transformation 
suivante d’integrales elliptiques: 
yaen BE WERE... U 
Y(r+2ty’— y*) v6 (2’—303+2r 


J’ajouterai enfin les valeurs des covariants H, K, © correspondants a 
la forme eubique U= au+bh. On a, comme il est connu, H= au+fßh ei 
en designant avee M. Aronhold par S,,. T,, les invariants de la forme U. 


on lrouve: 
6K—2T,, U’ = (aß—ba) (6k— tu). 0 = (aß—ba)’4 
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Nouvelles rechercehes sur lelimination et la theorie 
des eourbes. 
(Par M. A. Cayley & Cambridge.) 





Ihn le probleme de l'elimination, on cherche la relation qui doit 
exister entre les eoeffiecients d’une fonction ou systeme de fonetions,. pour que 
quelque eirconstance parlieuliere, ou singularite puisse avoir lieu, par exemple, 
pour que deux &@qualions puissent avoir une racine commune, ou (comme ap- 
plicalion geometrique) pour quune courbe puisse avoir un point double. 
En prenant les coeffieients comme donnes, tant la relation cherchee que la 
singularite qu’elle implique n’ont qu’une existence hypothetique. Mais on peut 
iransformer la question en supposant que les coefficients d’une ou de plusieurs 
des fonctions soient de la forme a=4d-+ ua”, b=4h+ub",.... ou ad, b',.... 
a,b", .... sont des eoelficients donnes, mais 4, uw des quanlites arbitraires. 
On peut alors disposer en sorte que la singularite dont il s’agit existe actuelle- 
ment. en determinant, au moyen de la relation donnee par l'elimination. la 
valeur du rapport A: u.  Ces substitutions a=4ad+ua”, b=4b'+ ub”, 
changent la fonction U a laquelle se rapportent les coefflicients a, b,.... en 
U=-4U'+uU"”, ou U’, U” sont des fonctions semblables a U, mais avec les 
coeffieients «, b’, ... ou a”, b’, .... au lieu de a,b ...: en se servant 
dune expression usilcee, on peut dire que la fonetion U est en involution 
avee U’, U’; et de meme en geometrie que la courbe U=0 est en in- 
volution avee les eourbes U'=0, U”=0; au reste pour les courbes cela 
veut dire que les trois courbes se coupent dans les m&@mes poinls. 

On eongoit comment celte maniere d’envisager le probleme peut con- 
duire a une interpretation geomelrique de resultats qui n’avaient auparavant 
qu’une significalion analylique. Considerons par exemple la proposition sui- 
vanle „.le diseriminant d’une fonetion quadratique ä trois variables est du 
degre 3 par rappori aux coefficients”,. ou ce qui est la meme chose. ..la 
fonelion qui egalee a zero exprime que la conique U=0 ait un point double 
(se reduise a une paire de droites) est du degre 3 par rapport aux coefficients.” 
c'est lä une proposition purement analytique, mais si comme ci-dessus on met 


‚a ua, kb'+ub", ... au lien de a, b, ... on a le theoreme geometrique 





a - 
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que voiei: „Dans le systeme de coniques AU’—-uU”—0 en involution avec 
les coniques donnees U'=0, U"=0, il y a 3 coniques a point double (c'est 
a dire. Irois paires de droites) . En considerant le cas plus general d’une 
fonelion a trois variables et d’ordre quelcongue. la question analvtique ..quel 
est le degre& du diseriminant de la fonetion U” peut etre remplacee par Ia 
question geometrique ..dans le systeme des courbes AU'—-uU" —0 en in- 
volution avec les deux courbes donnees U’ —= 06. U” — 0. quel est le nombre 
des courbes a point double” ou, ce qui est la meme chose. „.quel est le nombre 
des points dont chacun est le point double d'une eourbe du systeme.” En con- 
siderant la question sous cette derniere forme. non seulement on retrouve la valeur 
connue 3(»n—1),' du degre du disceriminant de la foncetion U=1A,... r,y. 3 
mais on trouve aussi le theoreme plus general: 

La fonction U=(A,..., r, y.2," etant telle que la courbe I Val 
un nombre « de points doubles et un nombre ‚3 de points de rebroussement. 
son diseriminant special est du degre 3» —1,’— Te — 119. 

Sous la designation de ..diseriminant special jentends la fonction la- 
quelle egalee a zero donne la condition pour que la courbe U=0 ait un 
point double de plus. Il convient de remarquer par rapport a ceite expression 
que le diseriminant de la fonction generale du »"”" ordre. en v substituant. 
au lieu des valeurs generales. les coeffieients de la fonction U, dont il sagit. 
ne donne nullement le diseriminant special de U, mais se reduit identiquement 
a zero: ce discriminant special est done tout autre chose que le diseriminant 
de la fonction generale. En partant tout simplement de /ordre du diseriminan! 
special. jai voulu designer l'ordre auquel cette expression seleve par rappor! 
a des coefficients absolument arbitraires ou elements a, 5b, ... lesquels sont 
censes entrer lineairement dans la fonction U. Il est done necessaire de de- 
montrer d’abord la proposition auxiliaire que l’equation dune courbe qui a 
deja un nombre donne de points doubles et de rebroussement peut s exprimer 
sous la forme signalee, c'est a dire lineairement par rapport a des coeflicients 
absolument arbitraires ou elements a, b, .... proposition qui peut etre de- 
montree sans diffieulte. 

Considerons en effet l'equation generale U=(A....\r,y,3"=0 ou 
les coefficients A, ... sont tous arbitraires: dans le cas dun point double 
supposons que les coordonnees de ce point. dans le cas dun point de re- 
broussement supposons que les coordonnees de ce point et la direction de la 
tangente soient donnees: cela etablit pour chaque point double trois conditions. 


- nd 
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et pour chaque point de rebroussement quatre conditions, qui conliennent d’une 
maniere quelconque les parametres appartenants au point double ou de re- 
broussement, mais qui sont lineaires par rapport aux coeflicients A, ...: ces 
coeflicients peuvent done s’exprimer lineairement au moyen d’un nombre con- 
venable de coellicients absolument arbitraires ou elements «a, b, ... et dest 
de ces elements a, b, ... quil s’agit et nullement des parametres mentionnes 
ci-dessus qui enirent dans les expressions par lesquelles A, ... sont donnes 
en termes de a, 

Cette proposition auxiliaire peut encore se demontrer de la maniere 
que voici. Concevons que P=O represente une courbe parlieuliere quelconque 
du meme ordre que U=0 et telle que pour chaque point double de la courbe 
U—0 elle ait un point double au meme point, et que pour chaque point de 
rebroussement de la courbe U=0, elle ait un point de rebroussement au 
meme point el avec la meme langente. Soient de meme 0 =0, R=0, 
des equations de courbes qui salisfont aux memes conditions. Cela pose, on 
peut evidemment Eerire U= aP-+bO-+eR-+---, c'est ä dire que l’equalion con- 
tiendra lineairement les MEERE absolument arbitraires ou elements a, b, 

Je reviens au Iheoreme dont je suis parli; soit d’abord er 
une courbe sans points doubles ou de rebroussement, de sorte quil sagisse 
du diserimmant ordinaire. En eerivant pour plus de simplieite V, W au lieu 
de U’, U”, on a a considerer la courbe AV+uW=0 en involution avec 
les deux courbes V=0,. W=0. Le deer&e du diseriminant de U est eoal 
an nombre des points dont chacun est le point double d’une courbe partieuliere 
du systeme JV+uW=0. Or pour lrouver ces points on na qua former 
les equations 

gg de ° 

mei 0,W=0, 

,0.V+uo.W = Q, 
qui expriment que la courbe a W=0 a un point double, et d’eliminer 
entre ces &qualions les indeterminees A, u. Cela donne le systeme 


10,W, oWw, a.w| 


qui comprend les deux equalions 


tt 


10,V%, 0,V | 
| = U 


v, 
(1.) Br re, —(. (2.) SöE 
'0,W, 0.W 10,W, 6, w 
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auxquelles on satisfait par 0.1 =0, 06.W=0, et une troisieme equalion a 
laquelle on ne salisfait pas par ce dernier systeme. Or les courbes (1.) et (2. 
se coupent en 4(»—1)' points, mais parmi ceux-ci on a les (»—1)’ points 
d’interseelion des courbes 0.V=0,0.W=0, et en ecarlant ces points on 
obtient 4(»—1)’— (a—1)"= 3(n—1)’ pour le nombre des points. ou ce qui 
est la meme chose pour le degre du diseriminant de U. 

Je suppose ä prösent que la courbe U=0 ait un point double: les 
courbes V=0. W=0 ont chacune un point double a ce meme point, el en 
prenant ce point pour origine des coordonnees x, y les deux courbes seron! 

‘= a,b, c)z,y)-+ete.=VO, 
W = 3""(a', b’, c’)(z, y)’+ etc. = 0. 


en denotant par les etc. les termes des ordres plus eleves par rapport a .w, y. 


LA 


ou moins eleves par rapporl a 2. 
Cela donne pour la courbe (1.) 
=0=3”"’l(ac+by).(a,b,c)(x,y)’ 
— (dc +b ar b, ce)\(x, y) }-+ete. 
— 3" "yl(ac+ by) (b’c+cy)— (ac+b'y)(be-+cy)! 

la courbe (1.) a done a l'origine un point triple, les tangentes elant donnees 
par les equaltions 

y=0. (ar+by)b'c+cy)—(ac+b'y)(bx-+cy) = 0. 
ei de meme la courbe (2.) a a lorigine un point triple. les tangentes etani 
donnees par les equations 

2 =0, (ac+by)b’ac+cy)—(ac+by)(be+cy) =: 
il y a done au point triple deux branches de la eourbe (1.) dont chacun« 
touche une de deux branches de la courbe (2.); ce qui donne A lorigine 
4+4+3=11 points dinterseclion. De plus il est evident que les deux 
eourbes 6.V=0, 06,W=0 ont chacune un point double a lorigine. c'est a 
dire elles s’y coupent en 2+2 —=4 points. 

Par consequent les courbes (1.) et (2.) se coupent en 4(»—1)" points. 

savoir 

11 points a llorigine, 4(»—1)’—11 points aulrepart, 
les courbes 0.V/=0. 0.W=0 se coupent en (n—1)’ points, savoir 

4 points ä Forigine, (»—1)’—4 points autrepart 

et le systeme des 3(a—1)’ points contient 

7 points a llorigine. 3(»—1)’— 7 points autrepart. 
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En ecartant les points a l'origine on a done 3(n—1)’—7 points; pour une 
courbe a point double le degre du diseriminant speeial est done = 3(n — 1) —7. 
Si la courbe U=0 a un point de rebroussement, les courbes V=0. W=V0 
auront au meme point un point de rebroussement avec la m&me langente, el 

prenant ce point pour origine des coordonnees et la droite = UV pour 
l"equation de la tangente, les deux courbes seront 


V=2"”.ar®+2"°.(0, P,y !)(z,y)+etc.=0. 
W = 3". 2’ +32"°.(0', P',y',d')(z, y)’+ete.=0. 


Cela donne pour la courbe (1.) 


— 2" .2ar +2"".3(0, P,y)(a 4 etc. } 


r ( %) _.—3 2 G —t/ ! „' FW. Bf. 5 4 om 
<In— 223 "ar +n—I32"*a,P',y',d')(x, y)’-+ete.} 











— 13"? .2a’c+2"°.3(a,P,y')(z, chi + ete. ! | 
nr —23 +n—33"*(a, ß,y, d)(z, y)’+ete.} 
2 (m I)larle), ee san ee 


ee P,y)(a, y)’— ax’ (eo, P,y)(z,y)’]\ 
tt nlac —aa)a*+ete.r’y...}+ etc. 
39,2 (—-naa—ae,...)(z, y) —+ete.; 
la courbe a done a llorigine un point quadruple et la droite e=0 y est 
tangente de l'une de ses branches. On a de meme pour la courbe (2.) 
| I= {3"°.3(ß, 7, d)(&, y)’+ete.}><{n— 23" a'r + etc. 
0,W, 6 wı - [2".3(P', y,d')(z, y)’+ etc. Velen 22" ar’ +ete. | 
In—b ' 
62a (B,7,0)(@, Wal), y', 0") (8, W*}+ ee. 
= 2 lP—ap,...)(0,y)'; 


rein 


cette courbe a donc ä l'origine un point quadruple et la droite 2=0 ı 
est tangente commune de deux de ses branches. Cela donne ä l’origine 
5+4+4+4, —=17 points d’intersection des courbes (1.) et (2.). D’autre 
parl on a 

0.V =n—23". ac’ +n-33”*(a, B,y,d)(z,y)’-+etc. = 0, 
0.W = n— 23" .a' X +n—33"*(@', ß',y',d')(z, y)’-+ete. = 0 
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et en combinant ces deux equations 


n—3 


2’"”,.ax’+elc. = (0. 


2" (an —aa,...)(2,y)-tetc. = 0. 
De ces deux &qualions la premiere appartient ä une courbe qui a un point 
de rebroussement a l'origine des coordonnees el la seconde a une courbe qui 
ya un point triple.. Pour les deux courbes 06.V/=0. 0.W=0 cela donne 
3+3=6 point dintersection a l’origine. 

Les courbes (1.) et (2.) se coupent done en 4(»—1)’ points, savoir 

17 points a l'origine, 4(»—1)’—17 points aulrepart. 
les courbes 0.V=0, 0.W=0 se coupent en (»—1)’ points. savoir 

6 points a lorigine, (»—1)'’—6 points autrepart 

et le systeme des 3(»—1)” points contien! 

I1 points a llorigine, 3(»—1)’—11 points autrepart. 
En ecartant les points ä llorigine, on obtient 3(»—1)’—11 points; pour une 
courbe avec un point de rebroussement, le degre du discriminant special es! 
done = 3(»—1)’—11. 

Comme resultat final de celte recherche j’obtiens que la reduetion du 
degre est de 7 uniles pour un point double et de 11 uniles pour un point 
de rebroussement; et de la, que pour un nombre « de points doubles et 
de points de rebroussement. la reduction est de 7«-+11/7 wnites: le degre 
du diseriminant special sera done dans ce cas 3 (a —1)’— Ta —117,. ce quil 
sagissait de demontirer. 

Dans tout ce qui precede, jai suppose que le systeme soit tel que 
l'elimination conduise a une seule relation entre les coefficients; si au conlraire 
l’elimination conduit a deux relations, il faut &crire au lieu de «a, b. ... les 
raleurs Aa’+ ua” +va”, Ab'’+ub"+rvb", ... et de meme pour un plus grand 
nombre de relations. En supposant par exemple que la courbe U-0 doil 
avoir un point de rebroussement, ce qui implique deux relations entre les 
coefficients, la question a resoudre serait celle-ci ..quel est le nombre des 
points qui sont chacun un point de rebroussement d’une courbe partieuliere 
du systeme AV +uW-+rX=0"; je reserve ä une aulre occasion la con- 


sideration de ce probleme. 
Londres, 22° Mai 1863. 
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Considerations geometriques, destinees A faciliter 
’etude de la theorie des transcendantes elliptiques. 
(Par M. ©. Küpper & Treves.) 





1. Lemme. Tiorsque le eöte AB d’un triangle ABC tourne infini- 
ment peu sur un de ses points 0, les deux autres cötes eprouvent des variations 


dCA, dCB, telles, que: 
dcA A 0A 


dCB CB OB 

Öest la relation connue entre les six segments, qu'une transversale determine 
sur les cötes d’un triangle. 

Remarque. A laide de ce lemme on peut integrer geometriquement 
cerlaines @qualions dillerentielles: 

I" exemple. Si 0 est situe sur la bissectrice de langle ACB, on a 
VA CA 
oB CB’ 
du lemme: 


done, en introduisant les variables y=CA, x =(CB, en vertu 





dx dy 
+ =V. 
X Yy 
“. ‚ “ » . 1 | 1 by) . . 
Lintegration fournit Fair une constante. Dautre part, puisque les droites 


AB passen! par 0, cette @qualion doit avoir lieu. 

2° exemple. Si AB touche constamment une hyperbole, dont CA, 
CB sont les asymptotes, le point de contact O divisera AB en deux parties 
egales. par consequent: 


dx dy 


Pr =). 


Fu 
En integrant on lrouve zy = une constante, ce qui resulte egalement des pro- 
prietes de I’hyperbole. 

On pourrait multiplier ces exemples; nous nous contentons d’en etudier 
celui, auquel se rattachent quelques consequences importantes. 

2. Theoreme. KEtant donnees deux coniques homofocales et de meme 
espece E, E'; si par un point pris arbitrairement sur E' on mene deux tan- 
gentes ü E, lexces de la somme de ces tangentes sur l’arc de E, compris 
entre les points de contact est une quantite constante. 
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Par les extremites P, P’ d’un element de E’ soient menees ä E les 
quatre tangentes PT,. PT,. P'T,. P'T,.. Les droites PT,, PT, etant egale- 
ment inclinees sur l’element PP', la variation totale de la somme PT,-+ PT, 
sera -T,T,+T;T,, ou egale a la difference des arcs T,T,. TIT,: par suile: 

PT,+PT,—areT,T, — une constante. 

in d’autres termes: Lorsque les angles, circonserits a deux ares d’une 
conique E ont leurs sommets sur une conique E’, homofocale.a E, la difference 
de ces arcs peut elre construite, ou exprimee par une fonction algebrique des 
coordonnees de leurs extremites. Afin d’abreger, en parlant de coniques 
homofocales, nous supprimons l'expression „de meme espece”, bien qu’elle 


soit toujours sous -entendue. 


3. Theoreme. Lorsque le point de concours de deux tangentes d’une 
conique E deerit Telement d’une conique homofocale E', les deplacements in- 
finiment petits des points de contact sont entre eux comme les carres des 
tangentes. 

En conservant la notation pr&cedente, il s’agit d’exprimer le rapport 
T,T,: T,T; ou ds,:ds,. Pendant que P se meut sur la droite PP’, la corde 
de contact T,T, glisse sur le point O, pöle de PP’. Les quatre droites PT.. 
PO, PT,. PP’ forment un faisceau harmonique, et parceque PP’ est la bis- 


seetrice du supplement de llangle T,PT,, PO sera celle de T,PT,; done 
OT, PT. 
OT, PT,’ 





ensuite, d’apres 1. 
ds, _ PT 


ds, PT: 


2 





Remarque. Si E, E’ sont deux ellipses, le rapport PT,: PT, peut 
etre remplace par le rapport des diametres de E, paralleles a ces tangentes: 
cela se voit immediatement quand on considere E comme la projection ortho- 
gonale d’un cercle, qui a pour diametre le grand axe de E. Dans ce cas. 
pour determiner un point T ou (x,y) de E, nous nous servons de l'angle »y, 
au moyen duquel x, y s’expriment par asiny, bcosw, (a, b etant les demi- 
axes de E); et nous appellerons un point, ainsi determine par l’angle w, sim- 
plement le point w. Maintenant, en exprimant ds,, ds, et les diametres, qui 
leur sont paralleles en fonctions de w,. v,, ce qui se fera encore a l’aide 
de proprietes projectives, on est conduit a l’equation differentielle: 

dy, dıy, E a? — b’ 





I. — ’ Po 
( ) Av, Ip, 7 a? 
Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft 1. 6 
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Pour le cas de deux hyperboles, on etablira sans diffieult& une equation ana- 

logue, mais les angles. quiil faudrait introduire, n’ayant pas une signification 

s6omelrique assez simple, nous resterons dans I’hypothese de deux ellipses. 
Lorsqu’il s’agit de deux paraboles y’ = ?px, y’ — 2gx, on lrouve: 


dy, BEE... FE 


TEE) 


(Yı, Y, sont les coordonnees de deux points T,. T, de la premiere parabole). 








En operant sur celle &quation, comme nous allons le faire sur (l.). on en 
deduira les proprietes fondamentales des fonctions exponentielles. 


4. Addition des fonctions elliptiques. Pour plus de brievete 
nous dirons, que deux arcs de conique E sont egaux, lorsqu'ils sont compris 
entre les cötes de deux angles, circonscrits ä cette conique, et dont les 
sommets sont situes sur une conique homofocale E'. Bien que ces arcs aient 
‚une difference generalement differente de zero, qu’on ne manquera pas d’ap- 
percevoir, quand on represente les arcs comme il a ete fait dans le n’2, el 
precisement a cause de cette derniere circonstance l’expression adoptce ne 
peut donner lieu a une equivoque. 

En integrant les deux membres de l’equation (1.) entre les limites 
URORFHERNONNE? 0, , et wu. %;, il vient: 


"v dıy 


w; d » dab u 
ru Pr ou, en posant / z—, = Ffikh,y)=u y=amu, 
o dy 


« Iw, ur = ’ 


(1I.) Un, tu, = Ms. 


Il en resulte cet enonee: Si l’on prend pour limites d’integrales elliptiques 
de premiere espece les angles, qui determinent les extremites d’arcs d’ellipse 
egaux, ou en un mot les limites de tels arcs, ces integrales auront la m&me 
valeur. Ainsi, l’egalite d’ares d’ellipse, telle que nous l’avons definie, consiste 
en ce que les integrales de 1°“ espece. qui ont les memes limites que ces 
arcs sont egales; tandis que les integrales correspondantes de 2° espece ont 
des differences algebriques. 

Pour integrer geometriquement l’equation (1.), on n’a donc qu’a con- 
struire un arc deellipse egal a un arc donne, ce qui se fera d’apres le n’ 2. 
Soient par exemple w,, , les limites de l’arc donne, ıy,, w, celles d’un are 
qui lui est egal, les arcs, limites par w,. y, et vn, ı, etant encore egaux. 


Ber 
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on a ce theoreme: Quand deux sommels opposes d’un quadrilatere circonserit 
a une conique sont silues sur une conique homofocale, les cöles opposes de 
ce quadrilatere se coupent sur une seconde conique homofocale. 

La solution geomelrique du probleme de l'addition se trouve suffisam- 
ment indiquee. Si dans l’equation (1l.) on attribue a w, une valeur determinee. 
on obtient tous les couples de yaleurs correspondantes v,. w, Aa laide d’une 
certaine ellipse E’, homofocale a E. Parceque E’ doit contenir le point d’in- 
terseclion des deux tangenles a E aux points O et ı,, elle est completement 
determinece; on l'appellera la conjuguce de E par rapport a l’angle y, ou a 
am. Reeiproquement, deux ellipses homofocales E, E’ etant donnees. on 
saura loujours assigner l'angle ,. par rapport auquel une E’ sera la con- 


juguee de E. 


v7 


On a pour les demi-axes ya-+s,. yb’+4, de E': 


ee ee 
ya‘ -r hu = (A | W ] bh‘ /A,= b > Ip, . 
1 coswr Ip, 








| “ 
7cosw, 





r _ Ray(la’+4,)(b’-+A )A, 
sın W u pe 72 mr EZ Te 
a (b +A)tA ad A.) 


07 


a’b’— 1: 
ab’+2ua’2, +4 
_ bla’ +A,)+Alb+A,) 
" a’(b’+A,) + A,Ca’+A,) 








dl.) Et: cos w, = 





Iy 


En tenant compte de la relation geometrique, qui existe entre les points 0, 
el w,. %,; savoir, que les tangentes en ces points se coupent sur E’, homo- 
focale a E, on deduit aisement: 

cosYy, = COS, cosw, + sin y, sin ws, Sy. 
Quant a la difference des arcs d’ellipse. limites par O0, w, et w,. w,. on 


l'’evaluera de la maniere suivante: 
Soient T,P, T,P les tangentes en w,. vr. Si l’on considere E comme 
la projection orthogonale du cercle,. decrit sur 2a comme diamelre, on re- 


connait sur le champ que 


T,P= atangy (w— w,)Syn, TP= atang} (wm— yı)dyn. 


. '7 au lieu de tane !(w, — w et faisant usace des 
sın (W,— w, ) gs (Wr y)» g 





En ecrivant 


formules: 


sinw, Aw, = cos Ww, sin, — sin, c08 w, Sy, 


siny, Sy, = Ccosy, siny, Iy,— sin, cos, , 
6 * 
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on obtient: 


Il — cos 05 WW, — COS (W,— W,) 
T, P+ T; P= a— TER (1+ Is) F ERSTEN (1+Jn). 





siny, N sın y, 
equation qui a l'aide de la formule 
cosıy, = COS WW, c08 y, + sin ıy, sinn, Ay, 


se change en 

T,P+T,P = atang& w,(1-+- Sy) — ak’ sin w,sin y, sin yr. 
Posant w, = 0. rn, = y,, cette somme devient: atang4 y,(1+ F,). Telle est 
done la somme des langentes en 0, ,; par consequent il vient pour la dil- 


[ference des arcs en question: ak’sin y,sinı, sinıp,. 


5. Multiplieation. Soit toujours E’ la conjuguce de E par rappor! 


a lVangle ,. Tirons dans E’ des cordes conseculives, de maniere qu’elles 
touchent E aux points %,, %r, ... W,,,, NOUS aurons: 


F(k,w,,.)=nF(k, w,)+F(k, y,), oü w, est quelconque, p. e. =. 
Done, y, = ama, etant donnee, on saura construire l’amplitude d’une integrale. 
cgale a un multiple z» de «,. 

Lorsqu’en procedant de cette sorte, il arrive que la »-+1""" corde 
sapplique sur la premiere, «, et Ark, —)= « seront commensurables: et 
r6ciproquement, pour quune corde ulterieure coineide avec la premiere, il est 
necessaire et il suffit, qu’on ait «, -Iw, h etant premier avec n. Sup- 
posons, que llangle yw,= amu, satisfasse a celte condition: Alors de ce 
quelle est independante de langle v,, qui marque sur E le point de contact 
de la premiere corde, on conelura qu'il existe une infinite de polygones eircon- 
serits a E et inscrits a E’, de sorte, que telle tangente a E, qu’on voudra. 
puisse devenir le cöte de l’un d’entre eux. Tous ces polygones ont n cötes: 
leurs perimetres feront un nombre constant de fois h le tour entier de l’espace 
angulaire, c’est-a-dire quils sont tous eirconserits a un multiple constant % 
de l'ellipse entiere E, et inscrits a ce m&eme multiple de E’. En outre on 
decouvre aisement, quils jouissent des proprietes suivantes: 

l. Les polygones, qui sont a la fois eirconserits a une ellipse E, et 
inserits a une ellipse homofocale E’ ont des perimetres &gaux. 

Ce perimeire peut etre evalue par les formules &quivalentes: 

dw)’ 
0’7,.(Aw) ' 








(e.) 2yla’+A)b’+A) & 


\ 
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la somme renfermant tous les angles ıw,. vn. .... 





- — | 

f 7) / 2 - \ ; 2 n - — — 

\P-) 2] (a +4) (b Ay) > 19 . 
0 1 


ou d represente un demi-diametre de E parallele a un cöte du polvgone. 
le signe somme s’etendant a tous ces cöles, 





2 / #) - 2 . er . (a’- 2 ) .. (b’+ 1 ) ya n” 
(v. + 4)(b’+ 4) 2 a  —. 
7.) aA) (6 ku) hu (a’+3,)(b’+4,)—4,n’ 


[ 0 





ou » represente les distances n,, %, ... du centre de E aux diflerentes 
normales qu’on aurait menees ä E en ı,, ı,. 


il. Entre tous les polygones convexes p, de » cötes et dont les peri- 
metres sont inserits au meme multiple A de l’ellipse entiere E’, ceux qui son! 
eirconscrits a une ellipse homofocale E, ont un perimetre maximum. 


Il. Entre tous les polygones convexes p, de » cötes et dont les 
perimetres se trouvent eirconscerits au m&eme multiple A de l’ellipse entiere E. 
ceux qui sont inscrits a une ellipse homofocale E, ont un perimetre minimum. 

Les numeros 11., Ill. contiennent la solution d’une question soulevee 
par M. Steiner (Journal de Lioueille, avril 1841). Avant d’aborder le n’ II.. 
on resoudra ce probleme: 

Etant donnes un are de conique et langle eirconserit; firer a cet arc 
une tangente de telle maniere, que la ligne brisee convexe, qui joint les ex- 
Iremites de l’arc donne et qui se compose de deux parties des tangentes 
eriremes et du segment interceple par ces dernieres sur la tangente inter- 
mediaire, soit la plus petite possible. 

On verra, que la tangente cherchee doit toucher lare a son milieu. 
ou, on Irouvera ses points diintersection avec les tangentes extremes sur une 
conique homofocale a celle, dont l’arc donne fait partie. 

Quant a la construclion, voyez n” 6. 


IV. Liellipse E’ qui contient les sommets d’un polygone p, est la con- 
: h 
v » ’ . 
juguee de E par rapport a langle am —@, les points de contact yı. yr. 


des cötes de p, avec E sont separes par des arcs dellipse egaux. auquels 


correspondent des integrales de premiere espece, ayant toutes la m&me valeur: 


h ne 2 
„@®. On pourra ranger les points y dans un autre ordre, de maniere qu ils 


soient encore separes par un intervalle constant, et que lintegrale correspon- 
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’ ) h er qh Ten 
dante soit un multiple quelconque de —w. Designons par — w ce multiple. 
n n 


ei supposons q premier avec n: alors il est clair qu’on passera par tous les 
points , avant de revenir au point de depart y,. Si done, dans cel arrange- 
ment. on remplace les points ı» par les cötes correspondants de p,, en pro- 
Iongeant chacun d’eux jusqu’a la rencontre du suivant, on formera de nouveaux 
polvgones de » cöles, eirconserits a E et inscerits dans des ellipses homofocales 
a E. Les angles, par rapport auquels ces dernieres seront les conjuguces 


Vv 


de E, se trouvent compris dans l’expression am 0, oü l'on entend par v un 
nombre premier avec », et plus pelit que 42; et il y aura aulant de ces 
ellipses, quil y a des nombres v, savoir Iy(n). 

Les memes angles am — © permeltent de distinguer entre eux les 
polygones eirconscrits a E, en tant quils sont inscrits a l’une ou l’autre des 
Agp(n) ellipses homofocales: car le nombre » indique, combien de fois le 
perimetre du polygone correspondant fait le tour entier de l’espace angulaire, 
ou a quel multiple de E il est eirconserit. En supposant v—=1, on se voil 
conduit a des polygones p,, dont les cötes donnent par leurs points de contact 
avee E, la division de cette courbe en » parties egales; ainsi on peut toujours 
anger les points y dans un tel ordre. quils forment les points de cette 
division. 

Actuellement, lorsquil s’agit d’executer cette division, on y employera 
"une des 4y(») ellipses, et il faudra determiner ses demi-axes ya’+,. 
ıb’+4,. A celte fin on peut avoir recours aux formules relatives a la di- 
vision des fonctions ellipliques; mais on parvient a &tablir une &quation entre 

W w x .. . or . ‚ a . 
cosam —, et Jam a laide de certaines consideralions geometriques, qui 
decoulent des construclions m&mes, dont nous nous occupons. Cette equation 
une fois formee. on y remplacera cosam —, Jam — par leurs valeurs en 4, 
(voir n’ 4). 

Remarque. Par voie de dualite on trouve les polygones inscrits 


dont les cöles sous-tendent des arcs d’ellipse egaux, et qui sont circonserits 
aux polaires reciproques deellipses homofocales ä E; mais nous croyons in- 


utile dinsister la - dessus. 


6. Probleme. Partager en deux parties egales un arc deellipse E 
(ou de conique), ou trouver le milieu M d’un tel arc. 


u 
2 A 


a a 
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Aux extremites T,, T, de l’arc donne 
(Fig. 1) tirons les tangentes T,P, T,P, et 
par leur point de concours P faisons passer ” 
une ellipse (conique) E’ homofocale a E. | 


Fig. 5 


Par un sommet BD, de E’ menons deux tan- / RR: a 
. y ! T N on E. 
gentes a E; elles comprendront entre elles / in 
| M / 





un arc d’ellipse, egal a T,T,,. et dont !e 
milieu est le sommet B de E. Par les BZ Br. 10 
deux points, ou la tangente en B rencontre 5 f 

les deux tangentes qui se coupent en BD, on 


» ® . \ Y \ | Ye 

fera passer une ellipse (conique) E’ homo- R; 
» \ Y A . u 
focale a E. Alors. en joignant les points pe" 

.. . , Ban 2 | 
d’interseclion de E” avec les tangentes T,P, BX | 


T,P, savoir les points X,. A, on aura la ER Er 





tangenle au milieu cherche M. 

On sait que les tangentes X,0, A,0 a E” sont les bissectrices des 
angles PX,A,. PX,X,; done O est le centre de la circonference inscrite au 
triangle PA,A,. Or, parceque A,X,, polaire de O par rapport a E” est 
tangente ä l’ellipse (conique) homofocale E, OM doit etre perpendiculaire ä 
X,A,. De la on voit, que la circonference inscerite a PX,X, touche la droite 
A,X, en M; ou bien l’are T,T, en son milieu. 

Ensuite, en exprimant la difference des ares T,W, MT, d’apres le n" 2: 


on la trouve = MX, + X, T,— MA, — X, T,=T,P—-T,P: douü suit le 


Theoreme. Lorsqua un triangle miztiligne, forme par deux tan- 
gentes d’une conique et larc compris entre elles, une eirconference est inscrite, 
le point de contact de la circonference avec la conique partage larc de 
celle-ci en deux parties, dont la difference est egale a la difference des deu.« 


tangentes. 


Depuis la publication des ..producioni matematiche” de Fagnano on 
savait partager le quart d’ellipse en deux parties, dont la difference egale 
celle des demi-axes; mais le procede qui resulte des recherches du geometre 
italien ne fait entrevoir ni le theoreme general, ni la construction que ce 
theoreme fournit pour le cas particulier d’un quart d’ellipse. 

Quand une des extremites de l’arce ä diviser est un sommet de E. 
la construction se simplifie encore: Prenons par exemple l’are limit por les 
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points o, (sommet du petit axe de E) et w; les tangentes en ces points se 
coupant en P,, on fera passer par 7’, la conjuguee de E par rapport a l’angle 
v. Par le sommet DB, de cette ellipse on tirera une tangente a E, le point 
de contact y, sera le milieu cherche. En employant le m&me procede, pour 
diviser en deux parties egales l’arc oy,, on obtiendra Ja sous-division de 
are donne en 2° parties egales, et ainsi de suile. 

Sans doute on ne doit pas attribuer une valeur pralique a cette methode 
geometrique de diviser en 2” parties egales une integrale de premiere espece: 
mais elle nous parait digne d’etre remarquee par la raison qu’elle presente 
a l’esprit une image nette et precise de cette division. 


7. En soumettant la construction precedenle a l’analyse,. on est assez 
naturellement conduit a quelques formules fondamentales eoncernant la multi- 
plication des fonctions elliptiques. 

Conformement au theoreme, que nous venons d’enoncer, la difference 
) des deux arcs T,M, MT, dont les extremites correspondent aux points y,. 
u el u, w, est: 


d = atangı (w— w)(Iy,— Aw,). 
Dun autre cöte (m® 4) ona 


0! = ak’sin usinw, (sin w, — sin ıy,). 
done: 
COS ıp — COS, 


sinw, (Av, + du) 





sinu — 


Ei comme u se change en w,, quand ,. Y, deviennent 0, y, on aura: 


1 — coswy 

















aa, 0 cos A . cosw-+ JS 
sin, = et cosy, = er E . (Av) = 2: R, 
1+4Jw 1-+- Aw 1 + cos 
cos ıy) r COS 
Posons COS v — COsamı = C — sINCOAamMaU = $ cos ıy, = GC, : Yu = $(1. 
> 1 b) FÜ 0® 1] ) 
E} . & r 2 w 
il vient: 
a  e(+9 so»... s(l+e 
C,, u EN $) —— s(i+e) Pr 


| c+s c+s 
(V.) {par consequent: 
—1+co+s u EEE sın w 25 


= 2 2 9 
1—-c+s 





2 2 9 - . £ 
1+5—s sın ıp, 1—-c+s, 








Ou. kA designant un nombre entier quelconque: 
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4 . Yo 

f x In? 

Ä BR sın coam hu, — sın’amhu 
(VI.) cosam?hu, = —— — nt, 

sın coam hu, + sın'am hu, 
sınamhu sincoam hu 

(VII) sın am hu, _ _Sinama S, 
s,sınamı, sın coam hu -+- sın’am hu 


Si dans l'’expression generale de sin« on remplace Aw, + 4Jw, par 














1 . Iy 0} \ . 
—— sin (y, — voir n° 4.). 
nw (—v) ( ) 
elle devient: 
R cos — COSW, 
sinu —= Y 2. 
h 1+Aw . 
sın ? — £$ bb, — W 
Po sin ıy n(ıp, P) 
6 1-+4ı 1 
Les formules (V.) donnent: — [Es ee „ done 
sın ap s,sınWw, 


s, (coOsYw, — cos, ) 


sin (W, ze Y ) 











sinu = 


Ensuite. de cos, = C08 y, c0Ssu + sin ı, sin u. SW, = 608, cos u + sin w, sinu Au, 


on tire: 
cosY, — COSW, 


Aw, (sin y, — sin, ) 





tang u = 


done: 
c, (siny, —sınWy, ) 
sin (W, — Y,) 





cosu = 


En posant , = am2hu,. vv» =am2(h+1)u. et v=am(2h+1)m,. on a: 


cosam?hu, cosam2(kh-+1)u, 




















VII.) sınam (2h-+-1)u, sınam u, sınam a, 

sinam u  snam?(h+1)u sın am 2hu a“ ? 
e . ( Io cosam hu, — - cosam?2(h+1)u, 

Ss S,, 


0 





sinam2(k+1)u, sinam?2hu, 

















‚[x,,) £0sam (hu, _ s,sınamıu, s,sinamı, 
BETEN c sinam2(kh-+1)u sınam 2hu - 
" : 24 cosam 2hu, — — ° cosam?(h-A)u, 
s,sinamu, s,sinamı, 


Mr. Richelot a fait remarquer, que les expressions en ©,, s,, qui donnent 
COS cCOAMNU, 
COS CO0AaMU, 





sinamnu, . 
et sincoamna,. par la 


et cosamna, se changent en 





sinama, 
permutation des lettres c,, s,. 
Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft 1. T 
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On peut s’en convaincre par une con- 

























_Pp sideration geometrique fort simple*). Sur 
x 16 Ara 1 ’ inppla 1 y Ni 1& 
” a le diametre AB d’un cercle (Fig. 2) soit pris 


EN le point fixe O, tel e OA=a, OB=b. 
Concevons une droite mobile PQ, qui, par- 
tant de la position initiale AB tourne inde- 


u = 


#3 F 1 
rn, ION EEE u en 4 
7 |  finement et toujours dans le me&me sens sur 


/ le point O; les points P, 0, oü elle coupe 

la circonference, determineront deux arcs de 

cercle AP, BO, ou deux angles PBA= w, 

ee OAB=g. Ces angles varient d'une maniere 


3 


continue en passant par tous les elals de 


grandeur; ils acquierent ensemble les valeurs 0, 21, quand PO se con- 


1, 
lond pour la 1", 2°“, 3° fois avec AB; enfin ils sont lies par la relation: 








tangy a 
taneg db 
A laide du lemme (1.) on a: 
dıy dp 
o0oP 00° 
Or 
OP =a y1- er sin w—= ad: 
a 


d’ou par la permutation des lettres «a, b: 





2 2 


099=b yi+ In siny=bAg: 


par suite: 








dvy a dp 
dv bb Ay 
'v, dıy 





ER nn ‘9, de 
Ainsi les deux integrales et / 3 sont dans le rapport constant 
0 


. 


Zr a . RAR dp 
a:b. Done, si l’on connait l’amplitude w, d’une integrale = u Sn 

/ - in 
0 


Iangle y,, fourni par notre construction, sera l’amplitude d’une integrale 


— MU, 


4 n dy ’p de 
Io n Fo De plus, il est manifeste, que quand on sera parvenu ä 
0) 


0 


Iormer une &qualion entre Y,, %,, a, b, on n’aura qu’ä y remplacer par 


*) est cette consideration gecmetrique dont Jacobi s’est servie pour construire 
la substitution de Landen (Lettre & M. Hermite, vol. 32 pag. 178 de ce Journal). 





DEE 


Fe 
) 
& 
ä 
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y et a permuter a, b, pour avoir une @quation, a laquelle un procede ana- 
logue aurait conduil. Mais comme alors Sr se change en S’y, on voil, que 














sın Un . sın fi e Mi. 
a et cos, se changent en we. et cosy,, lorsque dans les expressions 
sınW, sum, 
r \ or e . r COSt 
qui servent a calculer les premieres on eerit cosy au lieu de e., w Fa 
‚ f 
lieu de s. Or. la fieure met en evidence les relations: 
cos av cosp 
cosy = 8, — =(008W=(c: 
Ay A f ‚ 


par consequent le changement indique revient a permuler sy. «,: dailleurs 


sin, 
— representent la meme 


puisque cosy=s=sincoama, les formules cosy,. Fr 
SIuUp, 





cos coam nu, 





chose que sincoam n%,. 
COSCO0AMM, 


Actuellement. en examinant les quatre formules. qui permettent de 


’ sınam?hu, cosam(2h-N)u, sinam(2h-+1)u 
caleuler les fonetions cos am 2hu,. ermenncn una ch ne ie _ 


s,sinama, c, sın am, 





ainsi que celles qui s’en deduisent par la permulation des leltres s, ce, on re- 
connait facilement., qu’elles ne renferment que des puissances paires de s,. c,. En 
effel. on en serait assure. si l’on savailt que, suivant que Ah est impair ou pair. 
les fonctions: 


cosamhu, sinamhu, sınam (kh+1)u 


0 











cosam (kh+1)w,. 


c, | sın amıı, 


s, sinamu, 
ou celles-ci: 


sin am hu, cosam (k+1)u, sin am(k+1)u, 











cosam hu,. 


K2 


s,sinama, ” eL sinam u, 
jouissent de la m&eme propriete. 

Or, puisque cela a lieu pour la premiere categorie, sis h=1,. il en 
sera de m&me de la seconde, oü l’on suppose d’abord AR=?2, et puis h = 4: 
alors, les fonctions provenant de la premiere serie pour h= 3 &lant comprises 
parmi celles que fournit la seconde categorie pour AR=?2, h=4: la meme 
chose se trouve demontree pour A=3. Par la pour h=6 et pour le cas 


h =5, lequel est contenu dans les cas A=4, h=6; ainsi de suile. 


8. Concevons les deux conjuguees de E par rapporl aux angles am, 
et amna,. et nommons ya’+A,. yb’+A,; ya’+A, yb’+4 leurs demi-axes. 
D’apres ce que nous venons d’exposer, il sera facile, d’exprimer 4 par A,. En 


effet, qu’on se reporte aux formules (III.), et qu’on les mette sous la forme: 
7* 
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.„ cosamma, 4 sincoamnı, 





sin coamnu, (1+ cosamnu,) ' 

a?’b? — A a’b’—), 

“ _— o ‘ f Le sea $ _- 7197 & x N er . 
i a’ (b’+ A) + Ala’+ 4) } b’(a’+ h,) +4 (b’ Tr h,) 


on reconnait qua l’aide d’elles on peut obtenir A en fonction rationelle de 






























CS, et de 4,. 
Par exemple n=2: 
4a’b’A, (+4 )b’+ 4) Br = 
(a’b’— A)’ s, 
Cela decoule au reste immediatement de la liaison geometrique, elablie entre 
Y, = ama, et vw = am?a, par la construction du n°6. Car, de ce que Ja 











tangente au point «, doit passer par l’extremite B du demi-axe yb’-+4., 
on conclut 

hi. 2, a’ 

_ b’-+R’ ı- Woh 


[5 


€ 


_ 


Mais on a de meme d’apres la formule (I11.): 


454 2 0673 
A u  / 7 un ——; 
s,(1+.c,) 
par consequent 


ayb’+A+bya’-Ä 








a” + = da ———, 
; b+-YVb’+1 
ou 
de si 
De (ya’+4A-—-a)(yYb’-+i—b). 


Faisant A= x, on en tire 4,=ab; et on lrouve ya’+ab, yb’-+-ab pour les 





demi-axes de l’ellipse,. qui sert ä diviser E en 2° parties egales. En rem- 


plagant 4 par la valeur trouvee, on calculera successivement les axes des 
[07] w 


ww Bun 107] 
Aal Se 


[47] . , . ’ . . .. . 
suppose 4 = —, ON obtient une equation en 4,, ainsi quil suit: 


conjuguces de E par rapport aux angles Maintenant, si l’on 


I’. Soit » un nombre impair = 2m-+1. Imaginons l'ellipse entiere E 
divisee en 2m-+-1 parties egales, le point O etant le point de depart. En 
ayant egard a ce que la tangente au m'"“ point de division doit passer par 
l’extremite du demi-axe yb’—+4,. on voit: 


2 b? 
cos amma, = az" 
A 





De la on deduit l’equation cherchee en exprimant cosamma, par A. 





a; 


RE TEE Pr m 


ER NEN SEN TE DAL FEN 


4 
ä 
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2°. Soit » le double dun nombre impair —2(2m-+-1). Imaginons. 


qu’on divise E en » parties @gales ei qu’on mene au m" point de la division 





une tangente; celle-ci passera par l'extremite de l’axe ya’-4,. et il suit: 
4 a’ 
sin amma, = ——— 
a’—+A4A, ’ 
ou 
2 A, 
cos amma, = ——— : 
a , 


Ainsi, dans chacun de ces deux cas, on n’aura qu’a former lexpression qui 


donne cosamma, en fonction de 4,. Mais si l’on considere. que e,. s, ne 


changent pas de valeur absolue, mais seulement de signe lorsqu’on remplace 


2,2 


.„ el que, par consequenl, cos’ ammu, neprouve aucun changemen! 





), par 
par celte substitution: on voit, que l’equation relative au premier cas se Irans- 
forme dans celle qui convient au second. quand on substitue 7 au Jieu de 
;,. et reciproquement. | 
Exemple: »=3, m=1. 

2,2 2 

Ad 7, done 


"a, 





1° cas: cosammı, = C,= —- En 
e " ab’ + 2a? 


a’b’—4? ) b’ 





\a’b’-+2a’i, +2? A 
d’ou: 
3, — 6a’ b’ 4, — 4a’ b’ (a’ --b*)4,— 3arb* — V. 
PR. BEN . h a?’ b‘ 
2" cas: n=6. m=1. HRemplacant 4, par zn; oma: 
2 
3, +4la +b) +6 —arl* = O. 


Par la supposilion a’ —= 2b’, laquelle se rapporte a la division de la lemniscale. 
les premiers membres de ces @quations se decomposent en deux faclteurs du 


second degre. L’equalion relative au cas »—=3 devient. en remplacant 4, par =: 


(’+2b’Y32+R2b’y3) (2b Y33—Aby3) = 0. 

Des deux valeurs reelles de z savoir (y3+2y3+y3)b? et (13-7327 3)b. 

la premiere elant prise pour 4,. fournit les axes de la conjuguce de E par 
2b’ 


w a” 
rappori a am. ensulle 4, = —— —- 
3 y3+2y3+y3 





donne les axes de la conjuguee 


r (9) 
de E par rapporl a am, 
9. Probleme. Etant donnees les conjuguees de E par rapporl aux 


w w . - . . 
angles am —., am— oü l’on suppose m, x» premiers entre eux. construire la 
n m 


. ’ d E ’ ; . 
conjuguee de & par rapporl a —— 
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Emplovons les deux conjuguees donnees, pour diviser E en m et en 
» parties egales, de sorie que ces divisions partent du md@me point o, lequel 
est d’ailleurs arbitraire. Soient 0, w,. 5, ... les points de la premiere di- 
vision. 0. is Pa» ... ceux de la seconde; soient vr, v» deux nombres enliers. 
qui salisfont a Vequation vm—un=+1. En wy,, f„ menons deux tangenles 
a E, leur point de concours apparliendra a l'ellipse cherchee. 

Imaginons. qu’apres avoir divise E en » parlies @gales en 0, w,. ,..... 
on parte successivement de chacun de ces points pour la diviser »fois de 
suite en m parlies egales. de celte maniere on obtiendra mr points distinels. 
qui determinent evidemment la division de E en mn parties egales. Si m, n 
ne sont pas premiers entre eux. en procedant comme il a ete dit, on divisera 
E en aulant de parties egales quil y a d’unites dans le plus petit multiple © 
de m, n. Car. posons m=ftr, n=ty, ou f est le plus grand commun di- 
viseur entre m et mn. Il est aise de voir. que les y divisions qui ont pour 
points de deparl 0, 1. %%. ... , fournissent ym = e points dislinets. el 
quen partant de ı,.,. "2. ... On doit relrouver ces memes points dans le 
meme ordre quauparavant. Dailleurs il est manifeste, que ces © points ap- 
parliennent a la division de E en e parties egales. 





. . . 6) w ’ . 
Ainsi. les amplitudes de .„ — elant connues. on saura construire 
m 


n 
Wü 


am —- 
IV. Application a la Lemniscate. Pour appliquer ä la lemnis- 

cate les resultats obtenus, nous ferons dependre la construction de cette 
courbe de celle d’une ellipse aux demi-axes MB=b, MA=by?2 (Fig. 3). 
Fig. 3. Soit T un point de l'ellipse. determine par 

——— lYangle y, de sorte qu’on ait QQO,=by2cosw; on 


der 4, trouvera un point Z, correspondant a T de la maniere 
TE ARE Ng-  suivante: 

y & Du cenire M, avec des rayons = MA, Mb nous 
Hm N\ decrivons deux cereles: par T nous tirons TS per- 
wS |,  pendiculairement a MB, par S, oü cette perpendiculaire 

0—B-—— —— IM pencontre le petit cercle nous menons ä MB une 
\ \ r | parallele, qui coupe en R le grand cercle; enfin sur 
ra . url ' MR nous faisons ML=0®,. Alors le point Z ap- 

o N | partient a la lemniscate, et il limite un are OL de 

N > ceite courbe, tel que: 
er arcOL = b.Fiy},w). 
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L’arc correspondant de leellipse a pour mesure: 
arcBT = by2k(y!,w). 


Or, pour avoir des arcs de lemniscate egaux, on prendra des ares d’ellipse 


egaux, el construira les arcs de lemniscale. dont les extremites eorrespondent 
a celles de ces arcs d’ellipse. 


Treves. 1563. 


Note 1“, 


Les theoremes ?2., 3. elablissent des rapporis entre deux coniques 
homofocales, mais on appergoit que le premier est moins general que le second. 
en ce quil exige que les coniques en question ne se coupent pas. landisque 
cette restrielion est inutile pour le second. Cependanl, en raisonnant comme nous 
l’avons fait dans la demonstralion de 2.. on verifiera les enonees suivanls: 


1’. Lorsque par le sommet P d’un angle eirconserit a une ellipyse E 
on fait passer une hyperbole homofocale ü E et coupant celle-ci en un point 
MI, 


cötes de langle donne. La difference de deux arcs dellipse eganx et contigqus est. 


ce point dieisera en deux parties egales Üarc deellipse compris entre les 


egale a la difference des deux tangentes a leurs extremites non coincıdentes. 

En effet, si l’on cousidere deux angles SPT, S'’P'T', eirconserits a E. 
et dont les sommets P, P’ sont deux points infiniment voisins de Ihvperbole 
PM, on n’a qu’a se rappeler, que la droite PP’ divise en deux parties egales 
langle SPT, pour voir qu’en passant de cet angle a S’PT', la difference des 
deux tangentes SP, TP varie exaclement comme la difference des arcs SM. 
TM et que ces variations ont pour mesure: SS’—- TT’. Et cette observation 
conduit evidemment Aa la conclusion: 

SP-TP = SAY-TlN. 


2°. Lorsque par le sommet dun angle eirconserit a une branche 
dhyperbole on fait passer une ellipse, homofocale a cette hyperbole et la 
coupant en un point M, ce point divisera en deux parties egales Farce d’hyper- 
bole compris entre les cötes de Üangle donne. La difference de deux arcs 
d’hyperbole egaux et conligus est egale a la difference des deux tangentes 


a leur extremites non coincidentes. 
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3°. La meme chose pour deux paraboles homofocales qui se coupent. 

On tire de la une nouvelle solution du probleme 6.. savoir: 

Pour partager en deux parties egales un arc de conique T,T;, on lui 
eirconserira un angle T,PT,,. et par P on fera passer une conique homofocale 
qui coupe lare T,T, en M: ce point sera le milieu cherche. 

En rapprochant nos deux solutions. on trouve: 

Lorsqua un cercle variable, qui touche une conique E exterieurement 
en un point fixe M on eirconscrit un angle, de facon qwil soit de meme_ cir- 
conscerit a E, son sommet sera sur une conique homofocale a E et coupant 
celle-ci en M. 

On a ce cas partieulier: Lorsqu’a un cerele variable, qui touche une 
droite m en un point fixe M on circonscrit un angle. dont les cöles doivent 
passer par deux points fixes F, F’ de m, le sommet de cel angle restera sur 
une conique decrite des fovers F, F'. On peut remplacer la droite m par un 
plan m. le cercle variable par une sphere variable touchant m au point fixe 
M, Vangle eirconserit par un cöne circonserit a la sphere, lequel a pour trace 
dans le plan m une conique. dont M est l’un des foyers; alors on aura le 
theoreme connu: Le lieu geometrique des sommets des cönes de revolution 
qui passent par une conique donnee, est une conique situee dans un plan 
perpendiculaire au plan de la premiere: chacune de ces deux coniques a pour 
fovers les extremites du grand axe de lautre. 

Voici une proposition quon demontre facilement en combinant les 
theoremes 2.. 3. avec 1°, 2°, 3°: 

Soient m, » les cötes d’un angle variable ceirconserit a une conique E, 
et dont le sommet est cens&e parcourir une conique E’, homofocale a E: 
soient m’, n’ les cöles d’un angle egalement circonserit a E, et place syme- 
triquement au premier par rapport a l’un des axes de E, de maniere que les 
cötes symelriques m, m’ et n, n’ se coupent sur cet axe ou sur son pro- 
Iongement: Alors les points d’intersection des droites m, n’ et n, m’ seront 
situes sur une conique E” homofocale a E, et ces coniques E”, E se couperont, 
ou ne se couperont pas. selon que E’, E ne se coupent pas ou se coupent. 












Pe: 
a 
a 
2 
a 
EN 
. 
x 
5 
x 
> 
= 
Bf 
2, 
ee 
# 
7 # 
3 
R 





Br; 
BE: 
A 
A 
e 
2 
& 
a 
j 
H 





Küpper, elude geometrique des transcendantes elliptiques. 


Note 2", 

Sur la relation qui ezxiste entre les limites d’integrales elliptiques de 
1° espece, ayant une valeur constante. 

Nommons v,. y» (Fig. 4) les limites d’une telle 
integrale, T,. T, les points de E, determines par les 
angles ı,. y, (voyez 4.); la relation dont il sagit est | 7% 
l’expression analylique de ce fait, que les tangentes en | 
T,. T, se coupent sur l'ellipse E’, homofocale a E. :* | \ 
On la trouve rapidement ainsi qu'il suit: M | 

Concevons qu’on incline le plan qui contient j GE A 
E, E' vers le plan du cercle decerit avec le demi-axe b\: 

b comme rayon, de maniere que ce cercle devienne | 
la projection orthogonale de E: T,. T,. P’ seront les 
projeclions de T,, T;. P, et le point P’ apparliendra —— 


a la projection de E’, c’est-a-dire a une ellipse aux demi-axes yb’-4, 





Mr we 
— ya-ı. 
Ad 
Comme on a: angle BMT, = w,. BMT, = w,; et T,P', T, P' etant des 
tangentes du cercle au rayon b, on aura: 
b 


08% (,— Y,) 





MP' = 


Par suite les coordonnees du point P’ seront: 
b . | b 
— sına3 (w,4+yr,) el - 
c083.(W, — W,) .(H vr) c083 (W,— %,) 


Si dans l’equation de la projection de E’ on introduit ces valeurs, on obtien! 





cosy (wı+ yn). 





par une transformation qui se presente delle meme: 


bla +MHAb’ HN) . un _ Pb +M—Aa’+% 
05108 Yr 4 GET Ay FA pr Pan, = LA) 








Posons vw, =0, w = wy, il vient: 
ee TR), 
a’(b’ HAM) +Ala’—+)) 
Ces equations permettent d’exprimer a’ +4, b’+4 en fonclions de y, et de 
mettre la relation trouvee sous sa forme ordinaire: 


(a +M)+A(b’-+A) 
de la: PER. Krk Mu 








cosw— - — 1, 
’ a’(b’+)+Ala’ +4) 


cos y, cosy, + siny, sinyn Sy = cosWw. 
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Proprietes du systeme des surfaces du second ordre 
conjuguees par rapport a un tetraedre fixe. 


(Par M. Painvin & Douai.) 





1. Prenons le tetraedre fixe pour telraedre de reference, et soient 
2, y, 3, t, les cordonnees tetraedriques d’un point de l’espace; une surface 
du second degre sera representee par une @quation homogene du second degre 


f(z,y,2,t) = 0; 
et l’öquation du plan polaire d’un point («, },y, d) sera 
ET een 5 — Pd. 

J’appellerai surfaces conjuguees par rapport a un tetraedre fixe des sur- 
faces telles que par rapport @ chacune d’elles un sommet quelconque du 
tetraedre soit le pöle de la face opposee. 

Nous designerons toujours dans ce qui suit les quatre sommets du 
tetraedre fixe par les lettre A, B, C, D. 

Le tetraedre fixe ABCD etant pris pour tetraedre de reference, on voit. 


par la formule qui precede, que l’equation generale des surfaces conjugees est 
1.) an +by+cH#+dt = 0, 
a, b, ce, d etant des constantes arbitraires. 
Cette equation, renfermant trois parametres arbitraires et etant lineaire 
par rapport ä ces parametres,’represente un systeme de surfaces. 
2. Je vais grouper ici plusieurs formules qui se presenteront fre- 
quemment dans la suite de ce memoire. 
I. Les coordonnees tetraedriques x, y, 3, t d’un point « etant de- 
linies par les relations 
‚ce = as$+an+mö+e, 
\y = Br BntRcHR, 
E = ySs+tyın+y:5+9, 
i= 05+Jd,n+0d,C+h, 


en fonction des coordonnees cartesiennes ($,n,5) du point w, je supposerai 
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les axes O5, On, O5 rectangulaires, et je regarderai les a;, P;, Y; comme 
des cosinus; de sorte que (@, 4,0%), (P,Pı,P,). ete. sont les cosinus des 
angles avec OS, On, 0% des axes des qualres faces BCD, CDA, DAB, ABC 
du tetraedre de reference. 
Les coordonnees x, Y, 2, t doivent verifier une relation de la forme 
(2.) ma+ny4pz+gt = conslanle, 
et l’equation du plan a linfini sera 
met+ny+pzs+gt = VÖ. 

On voit aisement par les relations ci-dessus qu on pourra prendre pour m. n. 
p, q les valeurs suivanles 





BP y a BB 0| 
m=—-!ß, yı di, p=-|e B, 6, \ 
An & er % & 
a y dd a PB yl| 
a=+la, yı I. g=+ m Pı A 
% Yı Öh or Pr Ya 











Or, si l’on pose 
in = cos (2y) = aßP+m,Pı +&Pr, Gy = C08S (yz) = Pr + Pıyıt Prya. 
(3.) (Ga > c08 (23) =ay+taYıt%Y., Gy 008 (yt) = Bd +PB, dh + Prd.. 
a,=cos(eN=od+m0+nd,, ay= cos (31) = yvo+yıdıtydı. 


on constate immediatement que 











1 Ad Ay 1 dı2 
w"=iau 1 Gyl, p=la. 1 dal, 
dp Ag 1 du Gp 1 
(4.) 
1 A; Ay 1 dr As 
N” — GO; 1 Os;4 . q — Az 1 dp; ’ 
Ayı da; 1 (d;} (3 1 














on sait, de plus, que m est egal a six fois le volume du tetraedre construit 
sur le triedre (A, BCD) avec des longueurs egales ä l’unite; » est egal ä 
six fois le volume du tetraedre construit sur le triedre (B, DCA) avec des 


longueurs egales a l’unite; etc. 
8 + 
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A II. Le tetraedre ABCD presente trois quadri- i 
| lateres gauches; je designerai par H,, H;, H,; les hy- ; 
\ perboloides passant respectivement par ces quadrilateres: 
T leurs &quations seront: 
| R pour H, circonserit au quadrilatere ABDCA :Ayz-+-tx = 0. 
och F er (9.) | - H, - - - ABCDA:usce+ty—=V, 
Br Er, Bei, n ACBDA:vay+ ls = 0. 
4 Les conditions pour que la surface conjuguee 


ac +by +cz2+dt = 0 
soit tangente ä l’un ou a l'autre de ces hyperboloides sont 
pour H, AKad = be, 
(6.) ‘pour H, wbd = ac, 


Egon H, v’cd = ab. 


II. L’equation 
7.) Aa+uy+rvz = 0 
represente un cöne ayant son sommet en D; les trois plans qui forment le 
triedre D sont respectivement les plans polaires des aretes opposees par 
rapport a ce cöne; je dirai que ce cöne est conjugue par rapport au triedre D. 
On a ainsi qualre cönes conjugues, ce sont les seuls cönes que puisse re- 
presenter l’equation (1.). 
Les proprietes que nous observerons dans les surfaces conjuguees en 
[ournissent d’analogues dans les cönes conjugucs. 
IV. Un eöne eirconserit a un des triedres du telraedre ABCD, au 
triedre D par exemple, aura une equation de la forme 
(8.) Ayzt+urzs+rvay = VO. 
La condition pour qu'une surface conjuguee 
ax’ +by’+cz2 +d = 0 
soit tangente a ce cöne s’obtiendra en identifiant les equations des plans 
tangents. Ona ainsi 
us+vy Az+ve uc-+Ay 0 


l I 


7 63 di 





” 


ou, en ayant egard A la relation (8.) 


Ayz uxz ve 
a WW a’ I=0. 
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Les coordonnees du point de contact seront donc 


3 bu? 23 
an. 4-0; 


a" v 








et nous trouverons pour la relation cherchece: 





3 


(10.) yaa+yurb+yre =. 


V. Un eöne inserit a un des triedres du telraedre ABCD. au triedre 





D par exemple, aura une equation de la forme 





(11.) yAz+yuy+yvrz = 0. 
La condition pour qu’une surface conjugu6e soil tangente a ce cöne s’obtiendra 


en identifiant les @equations des plans tangenis. On a ainsi 





Alhx u uy— vs) a (—Ar u % uy — Vz) a v(—Ar—uy- v2) (0) 
ax Sr by 7 dt 








ou, en ayant egard ä la relation (11.) 





yAyz ” Yuxz Dr Yray | 




















ax by € 
Les coordonnees du point de contact seront done 
: 2 3 b’ 3 0.8 
ar nn 2, 1-9 
h u v 
et nous trouverons pour la relation cherchee: 
pr ar 3 —— 
13. ET EDER A 
a ) a r b "y c ü 
$. 1. 


3. N’ayant essaye aucune classification des diverses proprietes que 
jai rencontrees dans cette etude, je me contenterai de les grouper sous un 


certain nombre de theoremes. 
Dans les @nonces qui suivent, jentendrai par faces opposees de deux 


tetraedres ABCD, A’B’C'D’' deux faces designces par les memes lettres mais 
accentuees differemment. | 


4. Theoreme I. Considerons un point P, fixe dans l’espace et 


supposons le joint aux sommets du tetraedre ABCD; soient A,. B,. C,. D, 


les points oü les droites P,A, P,B, P,C, P,D rencontrent une des surfaces 


conjuguees Z passant par le point P,. Les faces du tetraedre A,B,C,D, 


couperont les faces opposees du tetraedre ABCD suivant quatre droites qui 

















62 Painvin, surfaces du 2 ordre conjuguees. 


seront dans un meme plan II,; le tetraedre A,B,C,D, et le plan II, resteront 
fires quelle que soit la surface conjuguee passant par le point P,. Toute 
surface du second degre, passant par les quatre sommets du tetraedre ABCD 
et par trois des sommets du tetraedre A,B,C,D, passera necessairement par 
/e quatrieme. Parmi ces surfaces, il y a trois hyperboloides eirconscrits ü la 
fois aux trois couples de quadrilateres yauches homologues (ec. a. d. designes 
par les memes lettres) que presentent les deux tetraedres ABCD et A,B,C,D.. 

En menant les plans tangents a la surface Z aux points A,, B,, ©,. D\. 
on forme un nouveau tetraedre A,B,C,D,. Les faces du tetraedre A,B;C;D; 
couperont les faces opposees du tetraedre ABCD suivant quatre droites qui 
seront dans un meme plan TI, tangent a la surface Z au point P,. Toute 
surface du second degre, passant par les quatre sommets du tetraedre ABCD 
et par trois des sommels du tetraedre A,B,C,D, passera necessairement par 
/e quatrieme. Parmi ces surfaces il y a lrois hyperboloides eirconscrits a la 
fois aux trois couples de quadrilateres gauches homologues que presentent les 
deur tetraedres ABCD et A,B,C,D,. Le tetraedre A,B,C,D, se deforme 
lorsque la surface & change; mais ses sommels decrivent respectivement une 
surface du troisieme ordre passant par les aretes du tetraedre ABCD. 

Les quatre droites AA,, BB,, CC,, DD, passent par le pöle P, du 
plan I1,; lorsque la surface conjuguee change, le pöle P, decrit une surface 
du 3” ordre passant aussi par les aretes du tetraedre ABCD. 

Soit le point P,(&,. Yu, 30, &,) par lequel passe une surface conjuguee 

ac +by +cz2+dt = 0, 
de sorte qu’on a la relation 
(14) am,+by,+es,+dt, = 0. 
Joignons le point P, aux sommets du tetraedre fixe ABCD, les droites 


P,A, P,B, P,C, P,D rencontreront la surface & en quatre points A,, B,, C,. 
D,, dont les coordonnees seront 


x 
pur AA — = —- = = —, 
%, Y, 
cz 
B, a 
T, 
N 
C, ER 
T, 
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D, | 
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ces quatre points restent fixes quelle que soit la surface conjuguee passanl 


par le point P,. 
Les quaire faces du tetraedre A,B,C,D, ont respectivement pour 





equations 
B.CD, SEE er un 
"DA, a = 0, 
DAB, = Be u 
A,BiC, are e 2; = 0 


Il est evident que les intersections de ces plans avec les faces opposees du 
tetraedre ABCD sont situees dans le plan 


a Er ar a 





lequel plan reste fixe quelle que soit la surface conjuguee passant par le 
point P,. 

Faisons passer une surlace du second degre par les sommets du te- 
traedre ABCD et par trois des sommets du tetraedre A,B,C,D,. A,. Bı. C, 
par exemple. Si u, (&, %ı, 21, di) et 4 (X, Ya, 22, b,) sont deux points choisis 
arbitrairement pour determiner completement celte surface, nous aurons pour 


son equation 








cy 73 xt y2 yt st 
TıYı Tı2ı Tl, Yı?ı Yılı Zıf, 
(15.) u TaYı TI: 2 tb; Y2%2 Yılı at, _Q 
Du Yy —- od bo You Yolı Zul 
— ZuYo Toy 20 Zul, — Yon Yo Zub, 
Toy Tuto Tuls — You Yo — Zub 


Or, si dans cette equation on remplace x, y, z, £ par les coordonnees 
(2os Yo3, 30, —t,) du point D,, on constate en ajoutant les trois dernieres 
lignes a la premiere, que le premier membre est identiquement nul. Done 
une surface du second degre, passant par les quatre sommets du tetraedre 
ABCD et par trois des sommets du tetraedre A,B,C,D, passe n@cessairement 
par le quatrieme. La surface S restera fixe, quelle que soit la surface con- 
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jugude passant par le point P,, si l’on suppose fixes les deux points ı,. ws. 
qui servent A la determiner completement. 





Parmi ces surfaces. nous devons remarquer les trois hyperboloides 


xy st 








a u 
T,Y “oO l, 
» 73 yt 
16.) (+ 
7,3, Yo t, 
zii , 9 
Lole Yo*o 


Ces trois hyperboloides sont a la fois eirconscrils aux couples de qua- 
drilateres gauches que presentent les deux telraedres ABCD et A,B,C,D:: 
Ainsi le premier est circonserit a la fois aux deux quadrilateres gauches 
ACBDA et A,C0,B,D,A,; le second, aux deux quadrilateres ABCDA el 
A,B,C,D,A,: le troisieme, aux quadrilateres ABDCA et A,B,D,C,A,. Ces 
proprietes se verifient immediatement. 

Considerons maintenant les plans tangents a la surface > aux points 
I. DB. ©. D,: ces quatre plans formeront un nouveau telraedre A,B,C,D; 


dont les faces auront respeclivement pour &quations 

B:O,D,;, —ar,c+byy+ e2,3+dt,t = 0, 

0, D, A; ax, e—by,y+cz,3+dtt = UV. 

D, A; B; ax, c+ byyy— 02,3 +dt,t — 0, 

A; BO, ax, c+byy+ez,3— dit = V. 
Il est visible que les intersections de ces plans avec les faces opposees du 
teiraedre ABCD sont dans le plan 

(IT;) ax, ce+byuy+cez,3+dtt = 0; 
ce plan. d’apres la relation (14.), est tangent, au point P,, a la surface con- 
juguee; par suite, il variera avec la surface > consideree. 
Les coordonnces des sommets du tetraedre A,B,C,D, sont definies 

par les relations 


A -asze= byvy= Cu: = dl, 
B; auze=—byy= 033= dt, 
C, ATX,T — by.y — —(2,2% _ dt,t, 


D; aze= byvy= 03 = —dht. 


En raisonnant, comme nous venons de le faire, on constate que 
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| Ä e. 
= toute surface du second degre. passant par les sommels du tetraedre ABOD 


et par trois des sommels du tetraedre A,B,C,D,;. passe necessairement paı 
le quatrieme. 
Le tetraedre A,B,C, D, se deforme lorsque la surface I change. mais 


on voit. d apres la relation (14.). que ses sommels deeriven! respectivemen! 


des surfaces fixes du 3” ordre: ainsi 
5 Su x, U. 2% I 
A, deeril FRE. Be BR 0, 
m Y z / 
' Yy Z ! 
B ELE 0 
I Y z / 
‚ I ! Z ! 
{ To 13 0 
1 Yy zZ f 
x 2 / 
Ga u DER. FE 0 
ze y Z f 


(es surfaces passen! par les arctes du tetraedre ABCD: les faces de ce te- 
traedre sont done des plans tangenis triples. 
On remarque encore que la 1°" surface. par exemple. passe par les 
intierseetions des trois couples de plans 
B,C,BC, B,C, AD 
BD,BD, B,D,AC 
(GD,CD,CD,AB). 
c est-a-dire par les trois aretes de la face B,C,D.. 


“r 


Sionalons aussi les trois hvperboloides 


| adz,t, at +bey,z,y3 = UV. 


abxz,y,acy— edz,t,st = V. 
Ar, bdyıtoyt = V. 


qui sont a la fois eirconserits aux couples de quadrilateres gauches homologues 
que presentent les deux letraedres ABCD et A,B,C,D,;. 
Les quatre droites AA;. BB,. CC,. DD, ont pour equations respectives 
AA, Dyy = 023,3 = dhyt, 
BB, az, = 03,3 = dit, 
6, az, = by,y = dh, 
DD; azx,x = by,y = 03,2. 
Ces quatre droites passent evidemment par le point 
P, as, z = by,y = 03,3 = dh, 
Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft. 1. J 
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lequel point est le pöle du plan fixe 


























Ce point se deplace lorsqu'on fait varier la surface conjuguee passant par le 
point Pu; et, si l’on tient compte de la relation (14.). on voit qu'il deerit la 


0» 


surface fixe du 3" ordre 


ae \ 2 ,„, Br ° 
(17.) en 4 — m = = 0. 


9. Theoreme 1. Considerons un plan fire II, et une surface con- 
Juguee tangente a ce plan; Jjoignons le point de contact P, aux sommels du 
tötraedre ABCD et soient A,. B,. C,. D, les points ou les droites P,A, Pb, 
P,C, P,D rencontrent la surface conjuquee. Les faces du tetraedre A,bB,C,D, 
couperont les faces opposces du tetraedre ABCD suivant quatre droites qui 
seront dans le möme plan II,. Le plan II, change lorsquon fait varier la 
surface conjuquee en la laissant tangente au plan II,; le tetraedre A,B,C,D, 
se deforme aussi, mais ses sommels deerivent respectivement quatre plans fies. 
Toute surface du second degre, passant par les quatre sommets du tetraedre 
ABCD et par trois des sommets du tetraedre A,B,C,D, passera necessaire- 
ment par le quatrieme. Parmi ces surfaces, il y a trois hyperboloides ceircon- 
serits a la fois aux trois conples de quadrilateres gauches homoloques que 
presentent les deux telraedres ABCD et A,B,C,D,. 

En menant les plans tangents a la surface Z aux points A,. B,. Cı. D; 
on forme un nowveau tetraedre A,B,C,D,. Les faces du tetraedre A;B;C;D,; 
couperont les faces opposees du tetraedre ABCD suivant quatre droites qui 
seront dans le meme plan fire II,;, le tetraedre A;B,C,D, est fixe aussi quelle 
que soit la surface conjuguee tangente au plan II,. Toute surface du second 
degre, passant par les sommets du tetraedre ABCD et par trois des sommels 
du tetraedre A,B,C,D,, passera necessairement par le quatrieme. Parmi ces 
surfaces? il y a trois hyperboloides eirconserits a la fois aux troix couples 
de quadrilateres gauches homologues que presentent les deux tetraedres ABCD 
et A,B,C;,D;. 

Les quatre droites AA,, BB,, CC,. DD; passent par un meme point 
P, fire, quelle que soit la surface conjuguee consideree. 

Soil le plan fixe 

II) Ax+By-+(z+Dt = OÖ. 





w 


=! 
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et une surface conjuguce FI 
ar’ +by’-+ cz +df = 0 
Itangenle a ce plan; ce qui entraine la relation 
PR ® B® CD 
ee 
( 


a b C 


les eoordonnees du point de contact P, sont donnees par les &quations 


ar by eo di 


A B” Cc”D. 
Les points diintersection A,. B,. C,, D, des droites P,A, P,B, P,C, P,D 


ont pour coordonnees 

















4 ax _ by  . dt 
in. ' Ar ea Zu 
ax — by C3 di 
a de ler u E 
fl au | by u dt 
„En 
a 2 0y ax —d 
ler Face: Anke en Zu 


Les faces du tetraedre A,B,C,D, forme par ces quatre points seroni 


az , by , (02 dt 
” E 0. 











BD -—7 +44 47 = 
v ax bı C23 dt 
CD,A, vi = + ern 0. 








dx by 02 | di = 


DAB, A '? Fri 


i ac , bi 03 di 
A,BıC, +5 +0r-7 9 


Les intersections de ces plans avec les faces opposees du tetraedre ABCD 











sont dans le plan 
dt 


ax by 0 _ 
-— - + u Mi 
A r B + C  D 

Ce plan est variable avec la surface conjuguee; les sommels du tetracdre 


A,B,C,D, se deplacent aussi. mais en decrivant respectivement des plans 








IT, 


fixes: ainsi 
le sommet A, decrit le plan — Ar+Bby-+0z+Dt = 0, B;C,D,. 
Be are Axz— By+0z+Dt = 0, C,D;A;. 


N Ax+By—(Cz+Dt = 0. D,A,B;. 
ah, Ax+By+0Cz—Dt = 0. A,B;0;; 
9” 
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ceei resulte de la relation (18.); on voit en meme temps que les surlaces 


conjuguces resient toujours langenles ä ces quatre plans. 

Ces qualre plans sont tangents A la surface & aux points A,. B,.C,,D, 
et forment un nouveau tetraedre A,B,C,D, evidemment fixe. Il est, en outre. 
visible que les plans du telraedre A,B,C,D, coupen! les faces opposces du 


(eiraedre ABCD suivant quatre droites situces dans le plan fixe 
(IT) Ax+By+Cz-+Dt = 0. 


(On verrait, par un caleul identique a celui du n’. 4., que toute surface du 
sceond degre, passant par les quatre sommels du telraedre ABCD et par trois 
des sommels du telraedre A,B,C,D, ou du teiraedre A,B,C,D,, passera ne- 
eessairement par le quatrieme. 

Les equations (16.) nous montrent que les trois hyperboloides eircon- 
serits a la fois aux quadrilateres gauches homologues des deux telraedres 
ABCD et A,B,C,D, sont 


AB CD 
IT ed RE 
| AC ‚BD 

2 72 - DI yl V. 
AD ‚BE 

7 ee 


Si Fon remarque que les coordonnees des sommels A,. B,. C,. D, sont 


pour u, —Az= By= Cs= Di, 


B; B=- = G=. DM, 
Ö, Az= By=-(CGz= Dt, 
D; Aea= B= (= —Bi; 


on voit que les trois hyperboloides eirconserits ä la fois aux quadrilateres 
vauches homologues que presentent les deux tetraedres ABCD et A,B;O,D,; 


ont pour equations 
ABzy+CDzt = 0, 
ACrzz+BDyt = VÖ. 
AD xt-+BCyz = 0; 


surfaces restent fixes. 





E 

BG: . 

B 
5%; 

ES 
B: 
1, 
R 

un 

“ 
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Les droites AA,, BB,, CC,, DD, ont pour equations 
A Bei DB, 
DB, As=C = MM, 
eur Arz=DBy=D, 
DD, Ax= By=(Cz; 
ces quatre droiles passent evidemment par le point fixe 
PA) Az=By=Cs= Di. 

6. Theoreme Ill. Soit un plan fixe II,: imaginons quatre cönes 
ayant pour sommets les qualre sommets du tetraedre ABCD et pour directric: 
commune la courbe dintersection du plan Tl, avec une surface conjuguee I. 
Ces qualtre cönes couperont la surface Z suivant quatre courbes planes: les 
plans de ces quatre courbes formeront un tetraedre A,B,C,D;. lequel restera 
En outre, les faces de 
ABCD suivant quatr: 
AA,. BB;,. CC,. DD 


fixe quelle que soil la surface conjuquee consideree. 
ce tetraedre couperont les faces opposees du tetracdre 
droites situees dans le plan fixe II,. Les droites 
passeront par un meme point lequel sera fire aussi. 

Si lon eirconserit a la surface Z des cönes suivant les courbes dinter- 
section des faces du tetraedre A,B;C,D;, avec cette surface, les sommels de 
ces cönes formeront un nouveau tetraedre A,B,C,D,. Les faces de ce te- 
raedre couperont les faces opposces du tetraedre ABCD suivant quatre droites 
situees dans un meme plan. Les droites AA,. BB,. CC,. DD, passent par 
um meme point qui est le pöle du plan II, par rapport a la surface Z. 

Une surface du second degre, passant par les quatre sommets du te- 
traedre ABCD et par trois des sommets du tetraedre A,B,C,D, ou du tötraedre 
AB,C,D,, passera necessairement par le quatrieme. 

On rencontre encore, comme dans les theoremes pröcedents, trois hy- 
perboloides circonscerits a la fois aux couples des quadrilateres gauches que 
presentent, soient les tetraedres ABCD et A,B,C,D,. soient les tetracdres 
ABCD et A;B,C,D,. 

Remarque. „Si le plan 77, est le meme que celui qui a ele con- 


„sidere dans le theoreme Il., les tötraedres A,B,C,D,. A,B,C,D, coineiden! 
C'est qu'en 


„avec ceuxX que nous avons renconlres dans le Ihcoreme cite. 
„ellet le theoreme III. est une generalisation du Iheoreme II.; et ce dernier 
„sen deduit facilement en supposant la courbe direetrice eommune reduite ä 
„un point; seulement les deux tetraedres se presentent dans un ordre inverse 
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„Malgre cette dependance intime des deux proprietes, jai pense quil etail 





„bon de les etablir toutes deux directement.“ 





Soit le plan fixe 
(I/I,) Acr+By+Cz+Dt = V. 

et une surface conjuguce > quelconque 

ax +by’+c2+df = VO. 
Un cöne ayant son sommet en D, par exemple, el passant par la courbe 
dintersection du plan //, avec la surface 3, aura pour equalion 

d(Ax+ By+ Cz)’+D’(ax’+by’-+cz‘) = 0. 

l,a seconde courbe plane d’intersection de ce cöne avec la surface I sera 
determinee par le plan 

Axz+ by+0z-Dt = VÖ: 
on le voit en retranchant de l’equation du cöne celle de la surface multi- 
plice par D“. 

Les quatre cönes ayant pour sommels ceux du telraedre AbUD ei 
pour direetrice commune la courbe diintersection du plan //, avec la surface 
>, couperont cette surface suivant quatre courbes planes dont les plans seront 

b:06,D,;, — Ar+by+0z+Dt = 0. 

0,D;A; Ax— By+C3+Dt = 0, 

D;,A;B; Ar-+By—Cz+Dt = Ö. 

AB; 6, Ax+Bby+0z—Dt = d®: 
ces quatre plans sont fixes et forment un tetraedre fixe A,B,0,D,. dont les 
sommets ont pour coordonnees 

Aa, -A= B= CG= Di, 

B; Az=—-By=:  G= DM, 

C, Az= By=-(s= Dt, 

D; Ar= By= (Uz=-—Dt. 
Les faces du tetraedre A,B,C,D, coupent les faces opposöes du tetraedre 
ABCD suivant quatre droites situees dans le plan 

(II,) Ax+By+Cz+Dt = 0 

Les quatre droites AA,. BB,, CC,. DD, passent par le point fixe 
Az=By=(Cz=Di. 
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Les sommels A,. B,. C,, D, des cönes eirconserits a la surface 2 suivanı 


N a ze 
BR ar 295 


les courbes diinterseclion par les faces du tetraedre A,B,C,D, ne sont autres 
que les pöles de ces plans par rapporl a celte surface. leurs coordonnees 


seront done 


ar by 02 dt 
m Ey Sau ; D° 
B AEX — by 02 dt 
a K;; D 
(' ar by 02 b dt 
' u D 
D. AL by | “s |  , 
A B ( D 


Les faces du telraedre A,B,C,D,. savoir 


— IL by 02 dt 


Bi En r0 
om E43 
DAB, 4744-2: 0 
A,B;C, 8,4, m di 0. 


A B € D 
conpent les faces apposees du telraedre ABCD suivant quatre droites situees 


dans le plan variable 
ar by 03 lt 


a ae 
Les droites 4A,. BBb,. CC,. DD, passent par le point 


0. 


ar by C2 dt 


’ Guir Da Ze € 

pöle du plan /7,. 

Les autres proprietes enoncees dans le theoreme 111. setabliron! 
laide des raisonnements et des formules deja emploves 

“. Je detacherai de cette analyse une propriete deja renfermee dans 
le theoreme Ill.. mais qui me parait digne d’elre enoncee separemen! 

Theoreme IV. 8, par la courbe d’intersection dun plan fire et 
dune surface conjuguöe quelecongue, on fait passer quatre cönes ayant ponr 
sommelts ceuxc du tetraedre ABÜD, les autres courbes dintersection de ces 
quatre cönes avec la surface seront respectivement dans quatre plans fixes. 


quelle que soit la surface consideree. 
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Ss. Theoreme V. Soit un point quelconque P, fixe dans Fespace: 
jorgnons ce point aux quatre sommels du tetraedre ABCD, et soient A, A": 
B', B’; C', 0"; D’, D" les points ou les droites P,A, P,B, P,C, P,D ren- 
contrent une surface conjuguce quelcongue. Si lon considere un telraedre 
ABECD forme avec quatre quelconques de ces points, poureun quiln’y en ait jamais 
len.v sitnes a la fois sur une des droites issues du point P,. les faces de ce 
tetraedre rencontreront les faces opposees du tetraedre ABUD suivant quatre 
droites situces dans un meme plan, II. On pourra former ainsi seize tetraedres 

Si, aux points A, B, C. D,. on mene les plans tangents a la surface 
>, 0» formera un nouvean tetraedre A,B,C,D, dont les faces couperont les 
faces opposees du tetraedre ABED suivant quatre droites situees dans le plan 
polaire du point P, par rapport a la surface E&. 

Les droites AA,. BB. CC, DD,. passeront par un meme point qui 
est te pöle du plan TI. 

Ge theoreme renferme, comme cas parlieulier, une parlie du Iheoreme 1. 

Soient 2. Yu. Zu, fu Je coordonnees du point P,. ei une surface con- 
juguee quelconque 

ar +by +2 +df = 0. 
Posons 


by. -+ 02, —+- dt? 











da, +YV- : 
ee A 
a=+ | n m tyehdi 
d4=+y ihre 


les coordonnees des points dinterseelion des droites P,A. P,b, P,C, P,D, 


avec Ja surlace conjuguce seront donnees par les relations suivantes: 


x ! 3 {i 

EEE Zu n it 
a, Yo >, I, 
x ? % / 

er ?,B e B ou B' — = = = — oo —, D. 
L, b, 2) l 

v Y n l PO { . 

.- Pi :(C ou O7 — — E. = — =. 6 
%, Y, 7 t, 


- P,D:D'’ou D" a een BD 





1 a 
ee . . 
u TITREERFIE A 

















' 
3 
£ 
g 
x 
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Soit un tetraedre ABCD, forme comme il a ete indique dans l’enonee. 
l’equation de la face BCD sera 
TC Yy z = 
Lu b, Zi) b,| 


Gr % GG 





u % 3 Al 


intersecetion des faces BED et BUD aura pour &equalions 





= 0, 
BR re 
vb au td 


D’ou il est facile de voir que les intersections des faces opposces des Ie- 
traedres ABCD et ABCD sont siluces dans le plan 


(IT) HBREOR TODE. WC: VORDER. ZEERDER NOURFE. UERRGRNY 


— anh ——— — m m nn 





ig & gr ee 
=, —a Y„—b, 2 —C, ud, 





Comme la demonstration a lieu quels que soient les signes, tout-ä-fait in- 
dependants, dont on aflecte les radicaux «a,. b,. €, d,, il en resulte que la 
propriete enoncee subsiste pour les seize telraedres obtenus en faisant toutes 
les combinaisons possibles de ces signes. 

Parmi les 120 interseclions des 16 plans 77 2 a 2, il y en a qualre 
sur chacune des faces du telraedre ABCD. 

Si, aux points A, B, ©, D,. on mene les plans tangents a la sur- 
face conjuguee, on forme seize nouveaux lelraedres A,B,C,D,; les equations 
des faces seront 

B,C,D, aamwa+byy+ez,s+dtt = 0. 
C,D,A, ame+bby+tez,s+dtt = Q, 
D, AB, amua+byy+teccz+dtt = Q, 
A,BC, amac+byy+ez,s+ddt = VO. 
On voit que les faces du tetraedre A,B,C,D, coupent les faces opposees du 
tetraedre ABCD suivant quatre droites situ6ees dans le plan 
az, ae+byytezs,z+dtt = 0; 
c'est le plan polaire du point P, par rapport a la surface Z&. 
Les equations des droites AA,,. BB,, CC,. DD,, sont 
AA, bylyw—b,) = cz (u — cı) = dt(t„—dı), 
BB, az, —a,) = c3(9—cı) = dt(„—d,), 
CC, ax —a,) =by(y—b,) = dt(tu—d,), 
DD, ax -—a,) =by(y—b,) = 02 (2,—Cı)- 
Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft. 10 
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On constate alors que ces quatre droites passent par le point 
(P) axz(ı,—a,)=by(y—b,) = 03 (u — cı) = dt(„—dı). 
qui est le pöle du plan /7. 

9. Theoreme VI. Les aretes du tetraedre ABCD rencontrent une 
surface conjuguee quelconque en 12 points, par lesquels on peut mener quatre 
plans de maniere que les trois points situes dans chaque plan appartiennent respecti- 
vement aux trois aretes passant par un meme sommet du tetraedre; ces quatre 
plans forment un tetraedre A,B,C,D, dont les intersections par les faces opposces 
dd tetraedre ABCD sont dans un meme plan II. Les quatre droites AA,. 
BB,. CO,. DD, passent un meme point P qui est le pöle du plan 11. 

En -ombinant les 12 points, comme il a ete dit, on obtient 8 plans, 
lesquels donnent par leurs intersections deux ü deux 28 droites; chaque face 
du tetraedre contient quatre de ces droites. 

Soit une surface conjuguee 

ac +by +c#+d = 0, 
on verifie facilement que les quatre plans, obtenus par la construction ci-dessus 


indiqude, ont pour equations 


pour le sommet (A) zyay—1l-+yyb +2zye +tyd = 0. 
=. - (bb) x ya +Y yb y—1 +3 ye +ty d — Q, 
- .- - (C) zya +yyb +zyey—I+tyd = 0, 


- -  - (D) zya +yyb +zye +tydy—1 = d®; 
les quatre radicaux ya, yb, yc, yd peuvent etre affectes de signes arbitraires 
et independants, mais ces signes doivent etre les m&mes dans les quatre 
equations. Or il est visible que les quatre droites, intersections respeclives 
de ces plans avec les faces opposees du tetraedre ABCD, sont dans le plan 
(IT) .» zya+yyb+zyc+tyd =. 
En effectuant toutes les combinaisons possibles des signes des radicaux, on 
obtient huit systemes de qualre droites, et par consequent huit plans. 
Si A,B,C,D, est le tetraedre forme par les quatre plans (A), (B), (C), 

(D), les droites AA,, BB,, CC,, DD, ont pour &quations 

AA, yyb=zye=tyd, 

BB, zya=zyce=tyd, 

CC, zya=yyb=tyd, 

DD, zya=yyb=zye; 














a 
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elles passent evidemment par le point 
(P) zya=yyb=zyce=tyd, 


pöle du plan 77. 
Les plans // sont les plans des courbes de contact des surfaces du 


second degr& passant par les sommets du tetraedre ABCD et eirconserites & 
la surface conjuguee, comme on le voit par l’equation 
ac +by’+c3’+dP— (aya+yyb+zyc+tyd) = 0. 
Il est a remarquer que ces plans ne sont reels que lorsque la surlace con- 
juguece est imaginaire. 
10. Nous allons signaler maintenant des proprieles d’un aulre genre. 
L’equation generale des surfaces conjuguces est. comme nous savons. 
(17°) af +by+c}+df = O0, 
a, b, c, d etant completement arbitraires. 
Les coordonnees (z,Y.3,4,) du pöle d’un plan fixe 
(P) Ax+By+Cz-+Dt = Ö 
seront donn6es par les Eequalions 


r a _ Yu, _M, 
(ORR) ae u u 





Si nous tirons de ces relations les valeurs de a, b, ce, d, pour les substituer 
dans l’equation (17.), nous avons 

a Ayzlo+ yBr,z.tu+ 3 Ca, yl+PDaxy30 -_ v. 
Or. si nous representons par a,,. di» €, d, les distances des sommels du 


tetraedre au plan fixe P, on a 


A B Ü D 
(19.) Ti" u qd, ? 


Il suffit, pour s’en assurer, d’avoir egard 








m, n, p, q ayant les valeurs (4.). 
a la relation (2.) et de se rappeler que la distance d’un point ä un plan est 
6gale, A un facteur constant pres, au premier membre de l’equation du plan. 


La relation precedente devient alors 

a,2” (myo3.L,) + by’ (na,20b,) + C13 (pruyolo)+ dl (geoYyo30) 
Or le produit (my,z,t,) est egal (4.) a 6 fois le volume du tetraedre forme 
par les trois longueurs y,3,f, menees normalement aux faces y, 2, f, c. ad. 
ACD, ABD, ABC. Done 


V. 


10* 
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Thecoreme VII. Les quantites x, y, z, t representant les distances 
dum point quelconque d’une des surfaces conjuguees aux faces du tetraedre 
ABCD; A,, B,, Cu, D, etant les pieds des perpendiculaires abaissees sur ces 
faces du pöle O d’un plan fixe, P, par rapport a cette surface; et enfin, 
dj, Di. €, d, etant les distances des sommelts du tetraedre au plan fixe P, 
a somme algebrique 


a, 2 vol(OB,C,D,) + by’ vol(0A,C,D,)-+ ce, 3 vol(OA,B,D,) + d, F vol(0A,B,C,) 
est constamment nulle, quelle que soit la surface consideree et quel que soit 
le point choisi sur cette surface. 

11. Considerons le plan polaire d’un point fixe (x, Yı> 31, £ı), e’est-a-dire 

ara, +byy + e23,4+dtt, = Ö; 
remplacons a, b, ce, d par les valeurs deduites des relations (18.), puis trans- 
lormons comme on vient de le faire, nous lrouvons 

a, 02, (mYy,20Ll) + bi yyı(na,z0lo)+t €1221 (PruYyol,)+ dı tt (geoY020); 
d’ou 

Theoreme VI. Les lettres a,, bi, €, di, Ay, Bu, Cu, Du ayant 
la möme signification que dans le theoreme precedent; en outre X, Yı, 3ı, fı 
etant les distances d'un point fire aux faces du tetraedre ABCD, x, y, 2, ft 
etant les distances aux memes faces d’un point quelconque du plan polaire de 
ce point par rapport a une des surfaces conjuguees, la somme algebrique 
acc vol(OB,C,D,)-+by.y vol(0A,C,D,)+e,33 vol(OA,B,D,)+dittvol(OA,B,C,) 
est constamment nulle, quelle que soit la surface consideree, et quelque soit 
le point choisi sur le plan polaire du point fire par rapport a cette surface. 

12. On consiale sans diflieult& les proprietes suivantes: 

Theoreme IX. Les plans polaires d’un point quelconque situe sur 
une face du telraedre ABCD passent par le sommet oppose, quelle que soit 
la surface conjuguee. Les plans polaires d’un point pris sur une arete passent 
par Üarelte opposee. Les plans polaires d'un sommet coincident avec la face 
opposce, dapres la definition meme. 

Remarque. Rappelons, une fois pour toutes, que les conditions im- 
poseces au pöle d’un plan fixe comprennent, comme cas particulier, les con- 
ditions semblables imposees au centre de la surface, puisque le centre est le 
pöle du plan a linfini. Nous rappellerons encore qu’on obtient une surface 
denuce de centre en assujetissant le centre a etre sur le plan a linfini. 











=! 
„I 
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$. 2. 
13. Soit une surface conjuguce quelconque 
ar + by’ +c2’+dP — 0, 
| id | EE mE | 
et supposons quil existe entre les quanlites —,. —. —, — une relation ho- 
a’ b ee’ 4 


mogene et de degre m, par exemple, 
RE 
eh 


ee Te ( 


Le pöle d’un plan fixe 
(P) Az + By+0z+Dt = 0 
elant donne par les @quations 


X bı 02 lt 
[ y ( a a u GEN - — Y - nn —, z — m 
0 A B e D 


on voit que le lieu de ces pöles sera une surface avant pour equation 


fi & Y zZ EN ns 
Fo mm) 





Done 
1 1 1 


TheoremeX. Si entre les quantites S: are il existe une relation 
homogene et de degre m, le lieu des pöles d’un plan fixe (Ar + By-- Oz + Dt --V 
par rapport a une surface conjuquee quelconque (ax — by + cz dt —- 0) sera 
une surface d’ordre m, qu'on obtiendra en remplagant, dans la relation admise, 


site 1 4 1 Be EEE PER 
es quantiles —, > —; 7 tespeclivement par —. > 77: 7° 


De ce theoreme general nous conclurons les proprietes partieulieres 


I 
[A 
— 


suivanles: 

I. „Lorsque le pöle dun plan fixe Q deerit un plan fixe O,. le pöle 
„dun second plan fixe P decrira aussi un plan fixe P,.” 

Car lorsqu’on assujetit le pöle d’un plan fixe 

(0) Mx-+Ny-+-Pz+0t = 0 
a deerire un deuxieme plan fixe 
(0) Maz+Ny+P,2+0t=0. 

on a la relation 


MM, NN, ‚PP, ‚00, _g 


’) 1 \ 
ST u se nu d 





ll. ..Lorsque le pöle d’un plan fixe deerit une surface conjuguee fixe. 


„le pöle d’un 2'“"* plan fixe decrira aussi une surface conjuguee &galement fixe.” 
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En effet, lorsque le pöle d’un plan fixe 
Mz+Ny-+Pz+0t = 0 

deerit la surface conjuguce 

M,x’+N,y’+P=+0f = 0, 





on a la relation 


MM ,N’N P’P, ’ 
(22.) 7773 + c? + nr 0. 














Il. „.Lorsque les surfaces conjuguees sont tangentes a un des hyper- 
„boloides H n’[2,1l.], le pöle d’un plan fixe deerit un hyperboloide eirconserit 
„au meme quadrilatere.” 

Car, lorsque les surfaces conjuguees touchent I’hyperboloide 

Ayz+te = 0, 
on a la relation n°|2, 11.) 


F 2 1 
23.) — = Ed 
IV. ..Lorsque le pöle d’un plan fixe decrit un cöne conjugue, le pöle 
..d’un 2" plan fixe deerira un cöne conjugue ayanl meme sommet que le 
„premier. 


En effet, lorsque le pöle d’un plan fixe 
(0) Mx+Ny+Pz2+0t = 0 
deerit le cöne conjugue n°[2, II.) 
Jia +uy’+v2 = (0. 


par exemple, on a la relation 








1 2 72 n2 
24.) m? uN® al 


"u 
V. „Lorsque le pöle d’un plan fixe est assujeti a decrire un cöne 
„„.circonserit aA un des triedres du tetraedre, le pöle d’un plan fixe decrit un 
„cöne eirconscrit au meme triedre.” 
Car, le pöle d’un plan fixe Q decrivant le cöne eirconserit 
Ayz+uaz-+vay = 0 
on a la relation 
‚9% A 41 1 v1 
2) atratrre 
Vl. „Lorsque le pöle d’un plan fixe est assujeli ä se mouvoir sur 
„un cöne inscrit, le pöle d’un plan fixe decrit un cöne egalement inserit au 
„meme triedre.” 
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Car, le pöle d’un plan fixe Q decrivant le cöne inserit 


yAr+yuy+yvz — 0 
on a la relation 
aM, /v»P 


+ ty =0 


Vi. „.Lorsque les surfaces conjuguees sont tangentes a un cöne inserit. 





(26.) ir 


„le lieu des pöles d’un plan fixe est un cöne du 3° ordre ayant meme 
„sommet que le cöne inscrit; la base du cöne sur la face opposce est une 
„courbe du 3" ordre ayant pour tangentes r&elles d’inflexion les cöles du 
.triangle qui forme cette face.” 
En effet, les surfaces conjuguees elant tangentes au cöne inserit 
yaxc+ Yuy+ yvz u 


par exemple, on a la relation n’ [2, V.] 


2° u’ y? 
9 et „ 


et l’&quation du lieu des pöles d’un plan fixe sera 


3 











3 N 


3 
[Ka | /uy ,,/%% _ 0. 
28) Jar FH 











“quation qui peut €eire mise sous la forme 





! 21? 2 22 
8b) (FT) = rierye. 


VI. .„Lorsque les surfaces conjuguees sont tangentes ä un cöne 
„eirconscerit, le lieu des pöles d’un plan fixe est un cöne du 6" ordre eir- 
„conserit au m&me triedre; les aretes du triedre sont des aretes triples de ce 
„cöne; les trois plans tangents en chacune de ces aretes triples coincident. et 
„coupent les faces opposees suivant trois droites situees dans un m&me plan.” 

En effet, les surfaces conjuguees etant tangentes au cöne circonscril 


Ayst+ urz+vay = 0. 


par exemple, on a la relation n? [2, IV.] 


3 — 3 — 


2 pi 


‚v 


/ Bu +] >. A 
(29.) VErfe ac Vz =0; 


et l’equation du lieu des pöles d’un plan fixe sera 


3. 


3 


3 
u'rz viry _ 0: 

















/& Ayz + 
0) VEN 


\ 
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equation qui pourra s’ecrire: 








a Pyz , was , vayı® BEI u | 
CR) Be Tao taB) — ie ty® 


IX. ..Lorsque les surfaces conjuguees sont tangentes a une droite 
„fixe. le lieu des pöles d’un plan fixe est une surface du second ordre cir- 
„.conscrite au tetraedre ABCD.” 
Si nous designons par (2, ,Yı. 31, Iı) et (23. Ya. 2, I) les coordonnees de 
deux points fixes, on trouve que la condition, pour que les surfaces conjuguees 
ac +by’+c2’+df = 0 


soient tangentes a la droite passant par ces deux points, est la suivante 








(4 A}, + = A,, A,; | 4;; A;; — . 
m). Ber ae © > 


dans cette relation nous avons pose 
(Arzsıh—-atl, As=csıh—-al,, 
(31bis) As-Yı-Yl, Au=ı a —%2; 
\Au= Ya Yo, Ay=rı Y — Xayı. 
Le lieu des pöles d’un m fixe sera donc 
Rn, Mn. A}; A,, 4, 


Zr - “ 34 . 
AB zyT AC ri BC Yy3 + BD -yt-+ CD it —=(. 











14.  Considerons Brut une surface conjuguece quelconque 
ac +by+cz#+d — 0, 
et supposons quil existe entre les quanlites a, b, c, d une relation homogene 
de degre m, par exemple 
F(a,b,c,d) = 0 
Cherchons le lieu des points de contact des plans passant par une droite fixe 
et tangenis aux surlaces conjuguees. 

Soient (2, Yı, 21, tı) el (X, %2, 22, t,) les coordonnees de deux points 
fixes qui determinent la droite, et (x, y,2,t) les coordonnees du point de 
contact d’un plan tangent passant par cette droite; on obtiendra le lieu cherche 
en eliminant a, b, c, d entre l'equation 

F(a,b,c,d) 
et les suivantes 
| ac +byY +er+d = 0, 
az, a+byıy+cez,2+dtt = 0, 
Wirt — (. 
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Or posons 





’ z er 7 z ! 

ya e z db. 4; 0 23 4, 

| u ı a» b& 
32.) a . | ' 
ze y zZ » 94 3 





I 


1} | | 
Tı Yı hl, d4,=—|0 Yı 3: 
| | | | 
2 Yı bl m Mm 3 


4; 





in 


ces expressions. egalees a zero. donnent quatre plans passant respectivement 
par la droite fixe et les sommets du tetraedre ABUD. 
On trouve alors 


PER a by oa dd 
(33.) z == “ - 2, = F% 





rF(&, Er ni u — (). 
X Yy 3 t 
D’ou: 

Theoreme Xl. Sül existe entre les quantites a, b, ce, d une relation 
homogene et de degre m, le lieu des points de contact des plans, passant par 
la droite fixe (2. Yı, 1, bı) (> Ya, 22, bı) et tangents aux surfaces conjuguees., 
sera une surface de l'ordre Am, au plus. On obtiendra son equation en rem- 
plagant , dans la relation admise, les quantites a, b, c, d respectivement par 
= i F j 4 r 4, : les lettres A,,. Is. I;. I, representent des fonctions lineaires 
definies par les egalites (32.). 

De ce theoreme general nous conelurons encore les proprietes parli- 


- 
u 


eulieres suivantes. 
X. „.Lorsque le pöle d’un plan fixe deerit un plan fixe. le lieu des 
„points de contact des plans tangents, menes aux surlaces conjuguces par une 
„droite fixe, est une surface du 4°" ordre; cette surface passe par la droite 
„fixe et par les intersections avec les faces opposces du teiraedre ABCD des 
„plans menes suivant la droite fixe et les sommets de ce telraedre.” 
Car, lorsqu’on assujetit le pöle d’un plan fixe a decrire un deuxieme 
plan fixe. on a la relation (21.) 
MM NN 
7 + D * 


Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft ı. 








m Ei u 
er Te 0; 


11 
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et par suite l’equation du lieu est 


AH | NNy 


eo) 7547 





PPs , 001 


+ V. 

























AS A 


3 4 
Xl. „Lorsque le pöle d’un plan fixe deerit une surface conjuguce 
„fixe, le lieu des points de contact des plans langents, menes aux surfaces 


ı1eme 


„conjuguces par une droite fixe, est une surface du 8" ordre; cette sur- 
„face passe par la droite fixe et par les intersections des plans 4,, 4, 4, 4, 
„avec les faces opposees du tetraedre ABCD; en oulre, ces plans touchen! 
„la surface suivant les deux droites quils contiennent respectivement.” 
Le pöle d’un plan fixe elant assujeli a decrire une surface conjuguee. 
on a la relation (22.) 
Mm, NN, 
a” b’ 


PP, 0 0’O, 


++ 








= 0, 


et l’equation du lieu est alors 


3 
. 


> 2 x” Tanr y | 2 2 . Mu 
(39.) M Mr +N Nr +PF. 7 +00, re 0. 





XH. „Lorsque les surfaces conjugudes sont tangenles a un des hyper- 
„boloides H n’ (2). le lieu des points de contact des plans tangents menes 
„par une droite fixe est une surface du 4" ordre; cette surface passe par 
„le meme quadrilatere gauche que I'hyperboloide considere et par 12 autres 
„„droites fixes.” 

Les surfaces conjugudes touchant un des hyperboloides H, on a la 
relation (23.) 

„ad —= be: 
et par suite l’equation du lieu sera 
(36.) Ayzdıd, = atd,d,;. 

On voit que cette surface (36.) passe par les seize droites intersections re- 
speclives des quatre plans 

y—=ßQ, 3 —=(. I,=d, I, = 
avec chacun des quatre plans 

c—=U, t=(. A,—=V, I,=0. 

XI. ..Lorsque le pöle d'un plan fixe deerit un cöne conjugue, le 


..lieu des points de contact avec les surfaces conjuguees des plans tangents 
..menes par une droite fixe est une surface du 6" ordre.” 















es 
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Dans le cas actuel, on a la relation (24. 


AM’ N’ ’ 
ur 


2 


TR me 2 
et F’equaltion du lieu sera 


„MW 


F +uN? 5 | Sr u‘ 
Les proprietes sont analogues a celles de la surface rencontree dans la pro- 
position Al. 

XIV. .„.Lorsque le pöle d’un plan fixe deerit un cöne eirconserit. le 


*ıne 


..lieu des points de contact est une surface du 3 ordre eirconscerite au meme 
„triedre, passant par la droite fixe el par les intersections des plans 4,. 4,. 4,. 
„avec les faces opposees du triedre. 


En effet. on a dans ce cas la relation (25. 


/. 
m — U. 


v 


u, 
dr u77 > pP ( 


et pour @quation du lieu 
v 


(37. 7 y34,+ rht+zayd, = O. 
XV. „.Lorsque les surfaces conjuguees sont tangentes a une droite fixe. 
„le lieu des points de contact est une surface du quatrieme ordre passant par 
„la droite fixe et par les sommets du tetraedre forme par les quatre plans 
„A. I, I. 4, et par ceux du ietraedre ABCD.” 
On a dans ce cas la relation (31.): doü l'on deduit pour l’equation 
du lieu 
Anayd,d,+ Ay234;I,+ A, rt 4, I; + Az y2 II, 4 Ay yt I Is+ Ay 2t 4,4: = V. 
XVl. ..Lorsque les surfaces conjuguees passent par un point fixe, le 
„lieu des points de contact est une surface du 4°" ordre. laquelle passe par 
„la droite fixe. les aretes du tetraedre ABCD, et les intersections des plans 
„I... 43. I,. 4, avec les faces opposees de ce tetraedre.” 
Les surfaces conjuguees devant passer par un point fixe (2. Yu. 2. { 
on a la relation 
ar +by +c2,+dt, = 0: 
l'equation du lieu est alors: 
338.) wystdtyazstd+ Brytd; + aysd, = V$. 


\ 


15. Supposons qu’entre trois des parametres de l’equation d’une sur- 
face conjuguee 
ar +by +c3+d =. 
nr 
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on ait une relation homogene, telle que 

39.)  Fla,b,c) = 0; 
cherchons l'enveloppe des plans polaires d’un point fixe situe dans la face 
t—=0, c.äad. la face dont l’equalion est donnee en egalant a zero la variable 
correspondante au paramelre qui manque dans la relation (39.). 

Le plan polaire d’un point fixe (2, Yo, 20, E=0). situe dans la face 

0, a pour equalion 

ara +by,y+ cz, = Ö; 


l'enveloppe- de ces plans sera fournie par l'eliminalion de a, b, ce entre les 











equalions 
ar, ce +byy+cz,3 = Q. 
OF OF oF 
(40.) En % 
oa ob oc 
UL, YY, 32, 


'equalion resultante en x, y, z sera du degre m(m—1). Ainsi 

Theoreme All. Lorsqwentre trois des coefficients de lequation d’une 
surface conjuguee il existe une relation homogene et de degre m, Üenveloppe 
des plans polaires d’un point fixe, situe sur la face obtenue en egalant a zero 
la variable correspondant au coefficient qui n entre pas dans la relation, est 
un cöne d’ordre m(m—1), en general; ce cöne a pour sommet le sommet du 
telraedre oppose a la face consideree. 

Je signalerai les cas particuliers qui suivent. 

XVll. „Lorsque le pöle d’un plan fixe deerit un plan passant par un 
„„sommet du tetraedre D par exemple, ou bien lorsque le pöle d’un plan fixe 
„„passant par un sommet D du tetraedre decrit un plan fixe quelconque, les 
„plans polaires d’un point fixe, situe sur la face opposee ä ce sommel. en- 
„veloppent un cöne du second degre ayant son sommet en D et inscrit dans 
„le triedre D.” 

En effet, si le pöle d’un plan fixe decrit un plan passant par le sommet 
D, ou si le pöle d’un plan passant par ce m&eme sommet deerit un plan fixe 
quelconque, on a la relation 

MM, NN 
Bi 


on trouve alors pour l'enveloppe des plans polaires d’un point fixe, situe dans 








i PP, EL. . 
+ =0; 


le plan = 0, l’equation 





MM a,c+yNN yıy+yPPıs3 = ©. 





u 
PR HR 











» 
# 
wo 
Ä 
32 
R 
27 
R | 
1 
5 
a 
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XVII. .„Lorsque le pöle d’un plan fixe passant par un des sommels 

„du tetraedre deerit une surface conjuguee, les plans polaires d’un point fixe. 
„situe sur la face opposce, enveloppent un eöne du 6°" ordre.” 

Le pöle d’un plan fixe, passant par le sommet D par exemple, deeri- 

rant une surface conjuguee, on a la relation 

mM, NN PP 


a” b’ c 


nenn 0: 


l'’enveloppe des plans polaires d’un point situe sur la face opposee 0 sera 
3 — — Bm nn nn mm 
(41.) MN s&+yYNNyy+yP’P,zs3 = 0: 

ou bien 
41 bis) (M’M, 2,0 + N’N, yy-+FP’P, 3,3) — 27WNPM, N, P. zy, 3,1 y’2. 
Les intersections de ce cöne avec le cöne conjugue 

MM ac+NNyy+P’Pz.3 = 0 
en sont des areles doubles; les faces du triedre D sont respectivement des 
plans tangents suivant les deux aretes quelles contiennent. 

XIX. .„Lorsque le pöle d’un plan fixe decrit un cöne eirconserit. les 
„plans polaires d’un point fixe quelconque passent tous par un point fixe situe 
..sur la face opposee au sommet du cöne.” 

Dans ce cas. on a la relation (25.) 


7 me FE | 
wert z: = 0: 


et. il est visible que les plans polaires 
ar,c+by y+cz2,3 = 0 
passent par le point fixe: 


0, Mx,x _ Nyy _ Pss_ 





u v 

XX. „Lorsque le pöle d’un plan fixe deerit un cöne inserit, lenvelopp: 

„des plans polaires d’un point fixe, situ dans la face opposee au sommet du 
.„„cöne, est un cöne du 3°" ordre.” 

Le pöle d’un plan fixe decrivant un cöne inscrit,. on a la relation (26. 


ze —- . 
Y+ /uN \ EZ. ei 


a ty: 


l'enveloppe des plans polaires d’un point, situe dans la face =0, sera 


(42.) . YAlac+yuNyy+yrPas = 0. 
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Ce cöne a une &quation identique avec celle du cöne (28.), VII. Le rap- 
prochement de ces deux resultats conduit a une consequence curieuse; nous 
en rencontrerons d’autres du m&eme genre. 

XXl. „Lorsque les surfaces conjuguees sont tangentes a un cöne 
.„circonserit, l’enveloppe des plans polaires d’un point fixe, situe sur la face 
..opposee au sommet du cöne, est un cöne du 6""* ordre.” 

On a. dans le cas actuel, la relation (29.) 








3 3 3 
yFa+ywb+yrve = V: 


et l’enveloppe des plans mai d’un ve fixe, situe dans la face =0, sera 





(43.) 1 Yozuya 4 -uy To3, wat y 2, Yo Dy = = Ö. 





Ce cöne a une &@quation identique avec celle du ceöne (30.) VIH. 

XX1. ..Lorsque les surfaces conjuguees sont tangentes A un cöne in- 
.„scrit,. les plans polaires d’un point fixe. situe sur la face opposee au sommet 
„.du cöne. enveloppent un cöne du 4" ordre tangent aux trois faces du 
„.triedre considere.” 

Les surfaces conjuguees elant tangentes a un cöne inscerit. on a la 


relation (27.) 


’/ 58 


+ [2 + 
'enveloppe des plans polaires d’un point fixe, situe sur la face = (0, sera 


4 — — I — a ——— 


(44.) Yec+yuyytyraz = 0; 
equation qui peut s’ecrire 
44his) ae + dp Hr — 2 Wr yyry — 2 VI, — Quv’y2,Yy2) 
on; 32 Wr Ey rYy3 (Ar a + u yy+rV’2,2). 
C'est un cöne du 4" ordre tangent aux faces du triedre D et au plan 

act eyytrzz = 0: 

les aretes de contact sont sur un cöne du second degre inscrit dans le m&me 
triedre. 

Remarque. Dans ce second paragraphe, je me suis contente de 
donner les enonces relalifs aux cas generaux: mais les droites fixes, les plans 
fixes. peuvent affecter des positions particulieres; les lieux geometriques trouves 
presentent alors des re@ductions tres remarquables. Cette discussion n’oflre 
aucune diffieulte. et jai dü la laisser de cöte pour ne pas donner a ce me- 


moire une Irop grande etendue. 


si 


+ 


r 
Re 


EVENT NER 2 
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16. Theoreme XIII. Lorsque le pöle d’un plan fixe est assujeti a se 
mouvoir sur un second plan fixe, les surfaces conjuguees restent constamment 
tangentes a huit plans fixes. 

La condition imposee entraine la relation 

Mu, ,NN., PB ,00 _o 


ze C d 








Or, rappelons-nous quun plan 
Ax+ Bby-+ -Dt = OÖ 


est langent aux surfaces conjuguees vr 
A 
ie ns te tn er ae 0; 


nn Fra Tr 





on voit alors que la premiere relation exprime que les huit plans fixes 


(49.) zyMM, +yyANN,+zyPP,+t} 00, 





sont tangents aux surfaces conjuguees. 
N.B. En supposant que le second plan coincide avec le premier, on 
assujelirait les surfaces conjugueces a toucher un plan fixe. 


17. Theoreme XIV. Lorsque le pöle d’un plan fire deerit uw hayper- 


holoide eirconserit a un des quadrilateres formes par le tetraedre ABCD, 


les surfaces conjuguees sont constamment tangentes a deux hyperboloides fixe 
eirconscrits au meme quadrilatere. 

Car le pöle d’un plan fixe 

Az-+ By+Cr+Dt = 
deerivant U'hyperboloide n° 2, I. 
yz+tze = Q, 
on a la relation 
BC 


(46.) kn ad+ be = 0. 


Or cette relation exprime que les surfaces conjuguees touchent les deux 


hyperboloides n° 2, II. 
+2 =. 


In + 
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1S. Theoreme XV. Lorsque le pöle d’un plan fixe est assujeti &ü 
deerire un cöne circonserit a un des triedres du tetraedre ABCD, les surfaces 
conjuguees passent par huit points fires situes dans la face opposce au sommet 
du eöne. 

L’equation du cöne eirconserit au triedre D, par exemple, etanl 

Iyzt uaztvay =. 


nous aurons la relation 
Aa b, vw 
| E = 0. 


2’ °'’%€ 
On voit alors que les surfaces conjuguees passent par les points fixes 


2” By’ C2’ 
{ pin 0. Aa — u REN EER 
Ä 4 u v 





19. Theoreme AVl. Lorsque les surfaces conjuquees passent par 
un point fixe, les plans polaires d’un point fixe passent eux-memes par un 
point fixe. 

On a en effet la condition (2; Yos Zu, 4, elant le point fixe) 

(47.) am, +by,+ez2,+dt = 0; 
on voit alors que les plans polaires 
ar, e-+-by,y+ez,2+dtt = OÖ 


Jun point fixe (,.%ı. 2, f,) passent par le point ITixe 








ve _ YY a8 _ It 
2 Sa Dre BL“ ” 2 
T, Yo 3, t 


20. Theoreme AVl. Lorsque les surfaces conjuguees passent par 
un point fixe, le pöle d’un plan fixe deerit une surface du 3°”"“ ordre passant 
par les aretes du tetraedre ABCD; les sommets du tetraedre sont des points 
doubles de la surface. 

D’apres la relation (47.) le lieu des pöles d’un plan fixe sera, en effet, 

(48.)  Ax,yst+ By), azt-+ Oz)cyt+ Dilayz = 0. 

21. Theoreme XVlll. Lorsque les surfaces conjuguees passent par 
deux points fixes, elles passent toutes par les points communs a deux cönes 
du second degre, conjugues du tetraedre ABCD et passant par les deux 
points fixes. 

La propriete est visible lorsqu’on a ecrit les deux conditions imposees. 

22. Theoreme XIX. Lorsque le pöle d’un plan fire deerit un 
second plan fixe, le lieu des points de contact des surfaces conjuguees avec 
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les hyperboloides eirconserits a l'un des quadrilateres gauches du tetraedre 
ABCD est une surface du second degre fixe conjuguece du meme tetraedre. 
Les coordonnees du point de contact de la surface conjuguee 
ar +by +cz+dt = 0 
avec I'hyperboloide 
iys-+at — 0 
sont donnees par les equalions 
(49.) ar—di=0, by—c#=0, ar-+by —=0. 

Si on lient compte de la relation imposee 

MM, er NN, Ps PP 08, 


a b  c ev 








0. 


le lieu de ces points sera 

MM, X — NN, y’— PP, #400, = 0: 
remarquons que cette surface reste fixe quelque soit U'hyperboloide eirconseril 
au m&me quadrilatere. 

23. Theoreme XX. Lorsque le pöle d'un plan fixe decrit un second 
plan fixe passant par un des sommels du tetraedre ABCD, les points de contact 
des surfaces conjuguees avec un cöne fixe circonserit au triedre correspondant 
sont sur une courbe du 3" ordre situee sur la face opposee. 

Les coordonnees du point de contact de la surface conjuguce avec le 
eöne eirconseril 

Ayzt uaz+vaey = 0 
sont donnees n’ [2.IV.] par les equations 


ax’ by’ 2° 














7 — u Bi —, ! = 0. 
Or la condition imposee est 
MM, 1 NN, 1 PP he 
a b C 
le lieu des points de contact sera done la courbe 
MM NN PP 
24 er nd a 0. 
t=V. 


Les neuf points d’inflexion (reels et imaginaires) de cette courbe du troisieme 
degre sont sur le triangle ABC =0. 

24. Theoreme XXI. Lorsque le pöle d’un plan fixe deerit linter- 
section de deux cönes circonscrits, les surfaces conjuquees passent par lin- 
tersection de deux cönes conjugues ayant memes sommets que les premiers. — 


Les plans polaires d’un point fire passent par une droite fixe. 
Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft 1. 12 
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Le plan fixe etant 


et les deux cönes eirconserits ayant pour &qualions 
(Aystuwz + =Q, 
lat +myt+nay = U, 
on a les deux conditions 
,BCa+uACb+rvABe =. 
!ADb-+-mBDa-+nABd =d. 


On voit, d’apres cela, que les surfaces conjuguces 


(50.) 


ax +by +cz°+dt’ = 0 
passeront par liintersection de deux cönes conjugues; et que les plans polaires 
du point fixe ©, Yu, 20, bi 
ax, a +by,y-+ e2,2+.dt,t = OÖ 


passeront par une droite fixe. 

25. Theoreme XXI. Lorsque le pöle d’un plan fixe deerit une droite 
fixe, les surfaces conjuguees enveloppent une surface du Se ordre. 

Si (21, Yı, 21, 6) el (2%, Ya, 32, 6) sont les coordonnees de deux points 
lixes determinant la droite donnee, les coordonnees d’un point quelconque de 
la droite devront verifier les relations 

x Y 3 { 


51.) “ AB? EFAAEBE. 1ER 
x, + ie, y +4, z, +42, L—+At, 





ou 4 est une constante arbitraire. 
Le pöle d’un plan fixe 
Ax+By-+Cz+Dt = 0 
etant defini par les &quations 
AX by 03 di 








Fr "u hr) 


a Ü D 
nous aurons les relations 
A B ( D 











az, +32,) dbiy+Ay) ca +4) dit+Rt,) 
L’equation des surfaces conjuguees pourra des-lors s’ecrire sous la forme 


A Bi A .; 


x” B 
TI De I u 6 
I Ar, + Yyıı 2,442, j- tr Al, 





52.) 


f I 


Ay 


dans cette @equation 4 est une constante arbilraire. 


a 
x 
“ 
R 
4 
x 


Ax+By+Cz+Dt = 0, 3 





EA 


ware 


RER 








EEE N” 


PREE® 


ge 
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En chassant les denominateurs on obtiendra l'equation suivanle 
M#-+-N#-+PI+0Q0 = 0. 
dans laquelle M, N, P, 0 sont des fonctions de la forme 
me my +24 m;t': 
et lenveloppe des surfaces (52.) sera 
(93.)  (9MO—NP) 4(N°—3MP)(P°—3NG). 
C'est une surface du 8°" ordre. dont plusieurs proprietes curieuses sont mises 
en evidence par la forme meme de equation. 

26. Theoreme XAll. Zorsque le pöle d’un plan fixe deerit une 
droite fixe, les plans polaires d’un point fire enveloppent une surface du 
quatrieme ordre. 

L’equation du plan polaire d’un point fixe (x. 9. 2,. 4, elanl 

ax, c+by,y-+ c2,3+dtt = V$. 
on voit que le resultat cherche se deduira du precedent en y remplacan! 
2, Yy, 3, ', respectivement par &,2, YuYy, 3,2, kl. 

On trouve ainsi une surface du #°°"" ordre dont les proprietes les plus 
saillantes seront indiquees par la forme meme de l’equation obtenue. 

27. Theoreme XXIV. ..Lorsque le pöle d’un plan fixe deerit un 
„plan fixe. les plans polaires dun point fixe enveloppent la surface 

(59) YMMa.o+/NN99+YPP.s.:+Y00,. = 0: 
Pie Yı- Zı. f, sont les coordonnees du point fixe. On arrive a cette equalion 
par les melthodes connues en parlant de la relation (21.). 

25. Theoreme XXV. ..Lorsque le pöle dun plan fixe deerit un 
„des hyperboloides # n’2.. ou lorsque les surfaces conjuguees sont tangentes 
„a cet hyperboloide. les plans polaires dun point fixe enveloppent la surface 
B( 
Al 
on part de la relation (46.). 

29. Theoreme XXVI. ..Lorsque le pöle dun plan fixe deeril une 
„surface conjuguce fixe. les surfaces conjuguees enveloppent la surface 


k- Yı3,Y93+ rt et = 0): 


3 DB nenemnuns 


54) ME + NNy+yPPz3+Y0Qr = 0: 


„et les plans polaires d’un point fixe enveloppent la surface 





me 


5) VEMSEHNNyy + PR ER + VOR = 0; 


on part de la relation (22.). 
On retrouve, comme cas partieulier. le n, XV. du theoreme All. 
12 * 
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30. Theoreme XXVl. „Lorsque le pöle d’un plan fixe deerit 


« 
„eone inserit, les surfaces conjuguees enveloppent la surface 
3 — — 3 —— . en 
(26.) yAMac’+yuNy-+yrPs = 0, 


„et les plans polaires d’un point fixe enveloppent la surface 


DT.) ' .Mx, x | YuNyıy- VvP313 0: 
le point de depart est la relation (26.). 

On a comme cas parlieulier le n’ XX. du theoreme X. 

3l. Theoreme AXVIl. .„Lorsque les surfaces conjuguces sont assu- 
..jellies a toucher un eöne eirconseril, ou un cöne inscril, on lrouve, pour 
„.enveloppe des plans polaires d’un point fixe quelconque, les surfaces deja ob- 

les surfaces 


h) 
“ 


.„.tenues dans les n’ XXI. et XXI. du theoreme XU., ec. ad. 


„(43.) et (44.)”. 
On voit que ces surlaces restent les m&emes quelle que soit la position 
du point sur une cerlaine droite fixe passant par le sommet du cöne. 

32. Theoreme XAIX. Lorsque les surfaces conjuguees touchent une 
droite fixe, les plans polaires d’un point fixe enveloppent une surface du 
second degre; les surfaces conjuguees enveloppent une surface du X" ordre. 

Etant admise la relation 

Fia,b,e,d) =. 
'enveloppe des plans polaires 
96". ar,c+by,y-+ e2,2+dtt = 0 


du point fixe (1. Yu» 3, 4,) S’obtiendra en eliminant a, b, ec, d entre l’equation 


56.) et les suivantes 
OF oF oF oF 














aa ca ob de od 
\ 37 .) = ze — 
L, dL Y, Y 3,2 tt 


Effeetuons ce caleul en prenant pour point de depart la relation (31.) que 


jeerirai sous la forme 
8.)  anab+a,ac+a,ad+ a,bce+a,bd+a,cd = VO. 
Dans le cas actuel les Egalites (57.) nous donnent, en designant par 9 une 


indeterminee: 


Aanab+azc+aud = OXyT, 

d;, A +43C+ay,d = QYyuY, 

9. a,a+a,b +4a,d = 02,3, 
d,a+a;b+ayeC — obt; 


d,; — d,;, ’ 





” 
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Les valeurs de a, b, ce, d deduites des relations (59.) et transport6es dans la 
relation (96°.) nous donnent immediatement pour l’equation du lieu 


| 0 dj; dj; GO DE 
| dh, 0 Ay Ar YoY 

(60.) | d;, d;, 0 4 3223| = VO 
d;, A, Ay; 0 tt 


Im, yy 3 ht 0 
En effectuant un calcul semblable a celui qui vient d’etre indique. on trouve 
que les surfaces conjuguces 
az’ +by’+c2+dl = 0 
enveloppent une surface ayant pour &quation 
GG u u u 
dıı 9 a5 u Y 
u u 0 u Field. 
u ur u u 2 
|? y’ 2° f: (0 
Les consequences enoncees dans le theoreme XXIX. subsistent encore lors- 
qu’on assujetit le pöle d’un plan fixe a decrire une surface du second ordre 
eirconserite au telraedre ABCD, puisque les constantes a, b, ce, d devront 


alors verifier une relation de meme forme que la relation (58. 
Douai, 29. Juillet 18963. 
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Ueber einen Satz von Steiner und einige Punkte 
der Theorie der Curven dritter Ordnung. 


(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 


$. 1. 


Ein Satz von Steiner. Ausdrücke der Coordinaten eines Punkts der Curve dritter 
Ordnung durch elliptische Funetionen. Erzeugung der Curve durch Strahlbüschel. 


I 32°" Bande dieses Journals, p. 152 findet sich ein merkwürdiger 
Satz von Steiner über die Curven dritter Ordnung, welcher bisher von den 
(Geomelern wenig beachtet zu sein scheint. Dieser Satz lässt sich etwa fol- 
sendermassen ausdrücken: 

Es giebt unendlich viele Polygone von 2n Seiten und 2n Ecken, deren 
Ecken auf einer gegebenen Curve dritter Ordnung liegen, deren un- 
gerade Seiten sich in einem Punkte a derselben Curve treffen, und deren 
gerade Seiten durch einen zweiten Punkt b der Curve gehen. Ist a ge- 
geben, so ist b dadurch mehrdeutig bestimmt; zu zwei zusammengehörigen 
Punkten a, b giebt es aber unendlich viele Polygone, indem die erste 
durch a gehende Seite ganz beliebig gewählt werden kann. 
Einige Erweiterungen, welche Steiner giebt, führt man leicht auf diesen Satz 
und auf die zu entwickelnden Prineipien zurück: ebenso wird leicht das 
dualistische Gegenstück des Satzes ausgesprochen. 

Die Natur des angeführten Satzes führt sofort zu der Vermuthung. dass 
man hier eines aus der Glasse jener algebraischen Probleme vor sich habe. 
welche Jacobi mit der Theorie der elliptischen Functionen in so einfachen 
Zusammenhang bringen gelehrt hat. Und in der That wird diese Vermuthung 
bestätigt. wenn man die Entwickelungen zu Hülfe nimmt, welche Herr 
Aronhold in den Monatsberichten der Berliner Academie veröffentlicht hat 
(Sitzung vom 25. April 1561). Man gelangt von diesen ausgehend, zu 
einer sehr einfachen und merkwürdigen Formel, aus welcher sich nicht blos 
der angeführte Steinersche Salz ergiebt. sondern aus der sich fast ohne 
alles Weitere ein grosser Theil derjenigen Sätze ableiten lässt. welche man 
in der Theorie der Curven dritter Ordnung aufgestellt hat. — A.a. 0. weist 
Herr Aronhold folgenden Satz nach: 






i 
i 


re N 


Clebsch, zur Theorie der Curven dritter Ordnung. 45 


Ist [(z2x2) =0 die Gleichung einer Curve dritter Ordnung. und 


Ei A of of of 

& fizz0) = 1] a, - / u +0, — / 'E 

F ”. UL UL 08 

H i 2 3 

i bedeuten ferner «,. o,. «, die Coordinaten eines beliebigen Punktes der 


Curve, a,, a. a, die Coordinaten des Berührungspunktes einer von « 





an die Curve gezogenen Tangente; ist endlich (x. x) die Determinante 
von f, dividirt durch 36. und wird S(zxea) ähnlich wie f{rr«e) de- 
finirt, so hat man 








4 taz.de, 1 ds 
r f(zra) v6 vY2T+3Si— 2° 
Wo 
, i d(aarx) 
2. BE ze — 
j flaaz, 


und wo S, T die Invarianten von f sind. 
Zugleich drücken sich die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve 
durch den Parameter 4 auf folgende Weise aus. Es sei 





of | 04 
[ \ no l ui + Me » ._ 2 de 
fi \ TE) —- 3 Or - JS; re: g — 3 Or 
"u Tr 
PER DE. 7 EP OB A 
or,0r, 02.02, 


Es seien ferner für die «, was immer erlaubt ist. die Ausdrücke gewählt: 


| oe, = fh(aa) J,(aa)— f;(aa) I,(aa). 
(3.) 0%, —= f(aa) I,(aa)— fi(aa) JI,(aa). 
(e — fi (aa) I,(aa) — (aa) I,(aa). 


und die Unterdeterminanten aus den zweiten Differentialquotienten der Function 

J-+hf mit den Argumenten a,. 4. a, seien durch die Ausdrücke 
36(A;+4AB;—4C;) 

dargestellt, wo A in den A, B, C nicht mehr vorkommt: dann ist: 


Me, — Z(Ay+4B,+2C,)f;*)+01y4(2T+3SR— 3 
(4) (Ma; = Z(A,+iB;+RC,)f; +0,y4(2T +32 


\ Mc; —— = (A; == AB; + u) f; 70;] & (2 T Tr 38% ig . 


RENT re 








ü 
R 
1 
£ 
e 
% 








*) Es ist fi, 4 für f;(aa), (aa) gesetzt, wo keine Verwechslung eintreten kann. 
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und M ist ein willkürlicher Factor. Es kann bemerkt werden, dass 
3;0,f; = 64.a;. 

Durch die angeführten Formeln sind die Coordinaten eines variabeln 
Punktes der Curve dritter Ordnung als elliptische Functionen einer einzigen 
Veränderlichen darstellbar. Sind nämlich g, g’, g” die Wurzeln der eubischen 
Gleichung 

5.) 2#-39-2T = 0. 


so kann man setzen: 











' 2 7 2 g'— g' 

\} = g’sin’ama-+g" cos’amau, = ———, 
6 | "—g 
1127T+39— 2° = (g"—g))yg’—g.sinamacosam au Sam u 
und findet dann: 
7 \ f di u 
(6. nn > ZZ Oo —— 4 
gu } 2T + 381 vr 2° } g"” — g 


Die Formeln (4.) nehmen daher auch die Gestalt an: 


dsın’amu 


du 


Q\ | or dsin’am u 
Ö. (Mr, = g; (sin’ama) +ma, —— — » 


dsin’ama 


du 





Mx, = y,(sin’ama)-+me, 





. — g,(sin’ama) + mo, 


Die Functionen y sind ganze rationale Functionen ihrer Argumente, m ist eine 





-II)V"—I N, 
2y6 


Aber diese Darstellung hat noch eine andere, geometrische, Bedeutung. 
Sie liefert nämlich die Darstellung der Curve dritter Ordnung durch den Schnitt 
zweier Strahlenbüschel. welche ihre Scheitel auf der Curve selbst haben. 

Denken wir uns einen Punkt 5 der Curve, und bezeichnen durch 5 den 
Berührungspunkt einer von 5 an die Curve gezogenen Tangente. Man kann 
3. b genau so benutzen wie oben «, a; setzt man also: 





Constante (m — 








: A (bb &) I_»_9 „ 2 
9, u=— Flbba) — gsiname--g cos’ame, 
so hat man auch 
0, ZEAhae _, _a RER... Aal 


faeß) °YaT3u— u G6yg'—g 





4 
3 
& 
Al 
% 
z 


NE TE 


UETEISEWRTE WERE NER a LT 0n 








ET RNET URN 


REITER ai 
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Die Gleichungen (2.). (9.) stellen zwei Strahlenbüschel dar. bei denen 4. u 
die veränderlichen Parameter sind. Strahlenbüschel von dieser Form haben. 
wie schon Hesse (dieses Journal Bd. 36. p. 145) gezeigt hat. ihre Scheitel in 
a, 9. Man hat also zwei Strahlenbüschel vor sich. welche in beliebigen 
Punkten der Curve ihre Scheitel haben. und deren entsprechende Strahlen 
sich auf der Curve durchschneiden. 

Die Abhängigkeit der Grössen 4, u, welche dieses Entsprechen dar- 
stellt. findet man. indem man die z aus (2.,). 9.) und der Gleichung der 
Curve eliminirl. Das Resultat muss sowohl für Z als für » von der dritten 
Ordnung sein. Kine nähere Untersuchung zeigt. dass das Eliminationsresulta! 
zwei der Frage fremde Factoren enthält. nach deren Absonderung sich jene 
Ordnung auf die zweite erniedrigt. 

Dem Scheitelstrahl «, /5 nämlich entspricht. als Strahl des einen Büschels 
betrachtet, offenbar jeder Strahl des anderen Büschels. weil jeder solche mit 
jenem sich auf der Curve durchschneidet. Die Eliminationsgleichung muss 
daher einmal den Factor enthalten: 

Iaay)—4.fiaay 0. 
insofern der durch diesen Werth von 7 gegebene Strahl des Büschels « jeden 
Strahl 5 auf der Curve trifft, das andere Mal den Factor: 

I(bbe)—-ufbbe) = VÖ. 
insofern der durch diesen Werth von « gegebene Strahl des Büschels 
jeden Strahl & auf der Curve schneidet. Der übrig bleibende Factor kann 
dann 4, «u nur noch zum Quadrat enthalten: er allein kommt hier in Frage. 
Diesen Factor ermittelt man folgendermassen. 

Die Gleichung der Curve. vermöge deren 








fi(zz):h(zx): (er) = mda,— 2,de; : 23, de, — 2, da, : ade — ı,dı,. 
führt die Gleichung mit sich: 
S+ax,dı, S+ A, x,dı, 
f(xre) — Mes 
oder auch 
di du 
11.) Ze m 
I2T-+3854 —4' Y2T--3Su — u‘ 
oder endlich 
12.) er = u+te. 


\ 


Die Argumente u, c unterscheiden sich also nur durch eine Constante. 
und die Relation zwischen 4, u, welche die Beziehung der Strahlenbüschel zu 
einander ausdrückt, ist daher nichts anderes als der algebraische Ausdruck 
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dieser transcendenten Gleichung. So kann die Gleichung jeder Curve dritter 
Ordnung als eine Form des Additionstheorems der elliptischen Functionen auf- 


gefasst werden. 





Um aber jene algebraische Gleichung zu finden. braucht man nur die 
Enterschen Formeln (Institt. Cale. Int. vol. IV. p. 485) auf die Gleichung (11.) 
anzuwenden. Man findet dann: 

13.) Ku 2yku(i-+-u)+y(A—u)+6I,u +(STI+6yS )A-+u)+(I9S’+5T) = 0. 
welches die gesuchte Relation ist. Darin bezeichnet y eine willkürliche Con- 
stanle; aber willkürlich ist sie nur, in sofern wir die Gleichung (13.) aus (11.) 
abgeleitel haben. Um diese Gleichung völlig mit dem gesuchten Factor der | 
Kliminationsgleichung zu idenlifieiren, müssen wir noch y entsprechend be- 
siimmen. 

Setzen wir u= ik", so wird e=c+iK’, A=®, u=y. Es ist also 


t das g sin’ am (e-+iK’) 4-g" cos’am(c-+iK”) 
14.) 


u g'cos ame 

sın ame 
Aber andererseits ersieht man aus der bei den Formeln (4.) gemachten Bemer- 
kung. dass, wenn man w=il, A= x selzt, x in a übergeht. Der Strahl 


ı —v oehl also nach dem Punkte a hin. oder es ist: 


/ 
15.\ ee ICbb a) | 
Pr Be f(bba) | 
Ich bemerke dabei, dass die Symmetrie auch die Formel 
» AJ(aab 
16) 7 an) 
[(aab) 


erfordert. Dass eins das andere nach sich zieht, folgt in der That aus einer 

identischen Gleichung, welche in der Theorie der Curven dritter Ordnung oft 

von Nutzen ist, (Salmon, Phil. Transactions 1858. p. 535) nämlich: 

4J(aaa).f(bbb)— I(bbb).f(aaa) = JI(aab).f(bba) — I (bba).f(aab). 

So ist y bestimmt; aus (14.) folgen zugleich für e die Formeln: 
(g’—g)f(laab) 

ICaab) +g"f(aab) ? 

A(aab) --gf(aab) 

AI (aab) + g"’f(aab) ’ 

I(aab) -+-g'f(aab) 

I (aab) + g"f(aab) ’ 


sin’ ame — 


cosamce = 











ame = 





| 
er amecosame Jame — YfCaab) |2T.fCaab)'— 35. f(aab)'ICaab) +ICaab)*| 
C r »d& .« c ———— N = ee DE. {0 





(g"— g’)yg"—g:!f(aab)}” 


ä 
b 
E 
8 
Ye 
eng 
| 
& 
Ss; 
2 
Rn 
’ 





| 
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$. 2. 
Bedingung dafür, dass drei Punkte der Curve in einer Geraden liegen. 
Ich gehe jetzt zu der Ableitung derjenigen Formel über. deren Anwen- 
dungen den Hauptinhalt dieses Aufsatzes zu bilden bestimmt sind. Es ist die 
Bedingung. welche zwischen den Argumenten dreier Punkte bestehen muss. 
damit die letzteren in einer Geraden liegen. Die Coordinaten «x eines Punktes 
der Curve haben nach (4.) die Form: 
Mx; = p; + gi-+r;K+a;ygy (A). 
durch Yy(#) die Wurzelgrösse be.seichnet. Sind nun drei Punkte. denen die 
Werthe 4, 4, 4’ entsprechen, auf einer Geraden befindlich. so muss die aus 
ihren Coordinaten zusammengesetzite Determinante verschwinden. Weeen der 
Form der x aber ist dieselbe gleich der Summe der Produete aus entsprechen- 
den Determinanten der unvollständigen Systeme: 


Ip q no u. —& \g(h 


n Pb) sah 
P: g: N" Co . | ) u ] f (A ı. 
| 


Ps G; N; 0; | 1 Zr 7 Te Y j' 


oder man hat die Gleichung: 





| !. Fi R) | 
| a A ;;; VY (4) | 
re 
Yy#)| 
ABC D 
wo 
2) A=Ztqn%, B=—-Ztpnra, C= 249%, D=-ZFtpgr; 
Mit Rücksicht nun auf die Bedeutungen der Grössen p, g. r, «, wie 
sie aus (3.). (4.),. $.1 folgen. kann man den ersten drei dieser Ausdrücke zu- 
erst die Gestalt geben: 
er = 24/f;-Zr,d;— 2g;4;.Zr;f;: 
(8.) B — sr;f;. Zp; A; Zr; 4,.Zpifi- 
C zn Zp;f;-Zg44;— Zp: I: Zgili: 
und es ist: 
Spf; Bu = 2A,f;ıfı: =p;4; ne =z2A,uf:dı: 
ß / ee >” »£ u 0 Ei 
(4.) Zq4f;i= ZZB,f;f.; 244; = > >B,f;4,; 
\-f; f — Zi rlilk> Zr;d _— z2C,fidr- 


ya 1 
13 * 
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Der letzte Ausdruck der ersten Verlicalreihe verschwindet wegen der 
am Ende von $. 1 angeführten Bedingung; der erste ist, da die A,, die aus 
6 o’4A T . . 
den Grössen 4 —— zusammengeselzien Unterdeterminanten bedeuten. eine 
- 0a,c04, 
t Ä 
von f und .S unabhängige Covariante sechster Ordnung. Den zweilen Aus- 
druck redueirt man bequem mit Hülfe eines Formelsystems, ähnlich demjenigen. 
welches ich Bd. 62, p. 240 dieses Journals abgeleitet habe. Die Determinante 





nämlich 
| | TıtAfı Antifa Astifs 14 uf, 
\ 4 Ia+/fa Iatifa Astıfs Auf: 
5.) Austifs Austıfs Astifs Atuf 
\ Ati At HAtrf 0 


’+10+#R) + (Pı+4Q, +4 R,) (u+r) + (P-+4Q,-+KR,) un 


redueirt sich. wenn u =4, auf —(I-+rf)-4(I-+4f) oder auf: 


/ 


> T a I-+vf 
-[f-{352° + 674438?) 44-1 382-277] EL 


Man hat also die Relationen: 


IP =-(@88Y-279)£, P =-(s8f-2T2)L, 
0+P,=-(21f-S4)$, Qı+P=-(21f-84)£. 
. 
3 IR+0. —.-. R+Q=- I, 
l pe 4 R=-— 2. 


Da nun der zweite der oben betrachteten Ausdrücke nichts anderes ist als 


—(),. so wird derselbe, nach diesen Formeln und wegen f=0, auch — R, 





)2 . i . 
oder = — er Und man hat also. die Covariante sechster Ordnung durch %# 
bezeichnet: 

>. u ww y ER eh r A). 
=pfi = FT, =zqgf > ©. Zr = 
Die übrigen drei Ausdrücke (4.) sind —P,, —O,, —R,; und da —P, mit % 


identisch ist, so wird in Folge des Systems (6.): 
N 


=p;4 —U, 24:4; = — Tv, Zr;d; — 6 


. 
E 

4 
7 
> 
a 
E 
$. 
ä 
e 

ie, 








GEHEN ini ss an 


NEE Ber 
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Demnach erhält man aus (3.): 
A B- 2 4 


« ’'. WW: 
36 ' 6 er 


(6°.) A: 


Etwas mehr Schwierigkeiten macht die Darstellung von D. Dieser Aus- 
druck unterscheidet sich nur durch einen Factor von der von Herrn Brioschi * 
aufgefundenen Covariante neunter Ordnung, welche sich nicht selbst als ratio- 
nale Function von f, 4, 7 darstellt. sondern deren Quadrat erst diese Dar- 
stellung erlaubt. 

Verallgemeineren wir das System (6.) dadurch. dass wir in (5., die 


letzte Horizontalreihe durch beliebige Grössen 7 ersetzen. Wir haben dann 
Int Hu Sr, - If:: A, HAfı 4A, + uf, 
| 
| 9 + Au — / RR > 2 
\IetAfı: AH If» Ia- If; I, uf! \ (IT; +K;ı4 P;3. 5 


=2Y | 


I 


ıIi3 ) ‚fi; A, ‚fs I;; + Afzs 4; I uf; I- II +K;, t P;# u\ 
| 7 ı 72 73 v | 
Für «= 4 geht der linke Theil über in 


Yı4ı 7 Ya 77,4; / ıf\. 
a Z00 6 A(d--if): 





und man hat also durch Vergleichung der Coefficienten die Relationen: 


Ad. 
II, — 2 z (3Sf—2TL). 
d. 
K;+IT; = ——-(6Tf-38 4). 
Kt — _ 1:98 
P;+-K; = + 38f, 
6 
P a 
ur Yan. 


Nun unterscheiden sich die Elemente der Determinante D nicht von den 
Grössen —IT;, —K;, —P;: und man kann also setzen: 


I 
D oo 6 -Z2+II,P;:a,. 
. ' i .. od Oo‘ 
Verstehen wir nun unter D;.. F;, die aus den Grössen 4 


a 





ca,ca, coa,ca, 


zusammengesetzten Unterdeterminanten, so ist 
I; = &,Dufi, Pı= Far. 


*) Comptes Rendus 1863, p. 304. 
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Es ist daher das Quadrat von —D auch gleich folgendem Ausdruck : 


er ee 





| Fu F.: F,,; S,Duhk Fuh 0 

5 F, Fr 3 Dufi Erd, 0 

p\ . A F;, F;, F',, S,Duf Fu fh 0 
6 5 Duf ZDaf ZuDuf 0 0 0 
zuA Eu Zi 0 0 0 

A, dt; dl; 0 0 v0 


Multiplieiren wir die ersten drei Verticalreihen respective mil 4,. 4,. 4, 
und ziehen sie von der fünften ab. und verfahren wir ebenso mit den Hori- 


„ontalreihen. so erhalten wir eine Determinante, welche sich zerlegen lässt. | 





wie folet: | 
Fi: Fı: F; ZDuf: 9 | | 
\ F}, F;; F5  ZDufh © 
Dy=+zg(#-| Fu F;; Fu =Duf @ 
| xDun zDun Dun 000 
a, d; a; 0 “ 
F,, F,; Fs  ZDufi| 
| PR F F3_  ZDyufi 
+2 F, F. FL ZDif, ' 


=Duf ZDaf ZDaf 0 
Die erste hier vorkommende Determinante kann man sofort in folgende um- 
wandeln. welche nach dem Satz über die Zerlegung in Summen von Pro- 
dueten in die vorige übergeht: 


= Zfi D,. fin D,. 4 =2/f, D,. m A, | u. 4 END ff y 
ZfuDnfm zZ 2 f.a,.d, | Kae 


Die andere geht. da die aus den 7, gebildeten Unterdeterminanten den Grössen 


14.f. gleich werden, über in 
I 


—EED,Dafihelan: 


Ist D,,„. eine Unterdeterminante zweiter Ordnung. so hat man bekanntlich 


D. D u DD... —— D. Dim b) D u h I(4) . 


kn 


Eat also 


=>2D, ‚Daft: [mn = =D.f fi == D,olmn AA.EED,, BR OR fr: ' 








BT 


NR rei 
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Setzen wir für den Augenblick dd, für f,,. ist symbolisch: 


A, AI; I; fi Ö, 

| A, A, A, d, 

EDumfafıle = An An An h 6 

h( Ak 6 9 © 

d, d; Ö, (0) () 
oder. wenn auch noch symbolisch 9,9, für 4, gesetzt wird: 
fi: fi: fı3 fi Ö, F 
. . 17 fa f» fa 2 Ö, I» 
fı f: f; | i g 
d, 6, 0; _ 2 ee s hIH 
| | Ä Zn TE Zu 
9 9 f Rh # ‚0 
. .. Eu 8 


993 0090 


Wultiplieirt man nun die drei ersten Verticalreihen mit «a,. @,. «a, und zieh! 


das Resultat von der vierten ab. und verfährt man sodann mit den Horizontal- 


reihen ebenso. so ergiebt sich 


fi fı: fi; 0 Ö, F 
fi fa f2 0 d; Rh 


is | faı [5 fs 0 d; F; 
000 0 -2du — 9a 
4  -Zda 0 Ü 


— ,Ia, (0 0 
:EYyF ‚Ö ) 


I HRZEIa.ZI.a,ZEF,I,—(Z9I,a, 


= — (20, d, 2 > e 
oder, wenn man die symbolischen Ausdrücke wieder durch die wirklichen ersetz!: 


FI 
SFıla = 5 


alles zusammen. so haben wir nunmehr den 


SED fh) SD.ff = 


—2T4: 
14(4+1f), 


= 2EEFf£I- IE 


Ausdruck : 


I 
EDanfm— arg I(N)| 


Fassen wir 


sr 





(—D): 


dass ferner FD, ,f 


Es bleibt übrig zu bemerken, dass /\ N = 
der Coefficient von A in der Entwicklung von 


also gleich — 48.4 
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ist; daher hat man endlich 


3 


2 ie d f’ | y3 354 N 2T, gr | 
u Me 36 . + Br Th 
Setzen wir nun 
a 6% ! 
(T.) T — ”, 





so hat man 
B_ Be 4 er: 2 3° La LO _ jr ra0 
ri ei “ Ä — 1? A nn } 7 ( u 7,0? 384 27 ) \ Yf (4 


und die Gleichung (1.) geht über in 




















1 a 2 yYpQü) 
| 1 a a p(R) 
Ve SE 0. 
! ’ AU Yopi (er ') 
1 8 2 Yo) 
Dies ist nach dem Abe/schen Theorem der Ausdruck dafür. dass 
i 1A ; 14’ > IA » IA 2 \ 
/ —— +/- — + Team” af — = Gonst. | 
YF(A) \y@) YFaN) I YyQa') | 


In der That. wir können uns in Folge der Gleichung (8.) drei Zahlen m, a. b 
so bestimmt denken, dass 4,4 


." 


„4, 4 die Wurzeln der biquadratischen Gleichung 





(3—a).(»—b)—-mygy(z) = 0 
sind. Nun ist. Summe und Productzeichen immer auf die vier Werthe der 
), auseedehnt. 

















z_ MU __ u dd u en 3 dh > da \ 
\yA) ve a—b  . kh—b 
om la ( 1 1 ı 
Su Pr >. — ie mer — db 1 er b \ a 
Da ferner identisch: | 
IIi.—z) = (3—a) (3—b)'—m’.p(z). | 
so ist auch 
IT (.—2) = —2(z—a)(z—b)(22—a—b)+m’.y'(2). | 
Daher für z=a und 3=b: | 
H(h—a) = —m'y(a), IT(1—a) =m’y' (a). 
I(.—b)=—mp(b). IT(1—b)=m’y'(b) 
und endlich ee 
2 er... pa) la) Ay] | 
I ——— = |dlog — da b\=0 .e.d. 
Yp(A) abi gl) la) R p(b) ” A 














ihre 
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Ist nun also 


f ca a “ N ) ' 
9.) 2” = gsin’ama”-+-g" cos’amn, 


so eeht die Gleichung (S.) auch über in: 


1 sinama sin’ am sinamwacosama Jam 
10 Il siınamw sintam=  sinam« cosamu Jam’ 
| 1 sin’am«'  sintamw'’  sinamxa”’cosama” Jam u" 
Il sinamz='  sin’am«  sinam«'cosama' Sam u 
oder ın 
[B8, uatuWtu" tw 0). 
wobei das Zeichen andeutet. dass der Ausdruck links entweder gleich Null 


selbst. oder nur um einen Ausdruck der Form 2pK+-2giK davon verschieden 
sein soll, p. q als ganze Zahlen vorausgesetzt. 

Die Vorzeichen der ersten drei Glieder in der letzten Verticalreihe 
sind jedenfalls gleich anzunehmen: für das letzte kann man das Zeichen be- 
'iebig wählen. da « aus (9.) zweideutig bestimmt ist. uud zwar so. dass die Pro- 
ducte sin.cos. 4 für beide Werthe gleich und entgegengesetzt werden. 

Und so hat man endlich den Satz *): 


Wenn drei Punkte der Curce auf gerader Linie liegen, so ist immer 


die Summe ihrer Argumente constant, = —u, und zwar ist: 
_.* Pr Hy 
gsinama —g cosamu = —r, 
: v ( 6y6 LE 
sinamax cosamax Jamu = —————:'-., 


ie BI: Aa, 
wo (2 bis auf einen Zahlenfactor die Brioschische Corariante bezeichnet”). 
Setzen wir «= u, so wird «= — \#—2u). und man hat den Satz: 

Ist u das Argument des berührungspunktes einer Tangente, die von 
einem Punkt der Curee gezogen ist, so ist das Argument des letzteren 
Punktes — (u —-2u). 

Da dies Argument sich nur um gerade Vielfache von A oder iA ändert. 
wenn # durch «+HK, a+iK’, u+-MK-iK’ ersetzt wird. so sind die letzteren 
Ausdrücke die Argumente der Berührungspunkte für die anderen drei von 


jenem Punkte aus gezogenen Tangenten. 


Dieser Satz, wie einige andere in diesem Aufsatze, sind specielle Fälle eines 
aus dem Abelschen Theorem fliessenden sehr allgemeinen Satzes, welchen ich in einer 
anderen Abhandlung beweisen werde. 


“) Q— IS-+ITP,a,. 
Journal für Mathematik Bd. LXII, Heft 2. 14 
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$. 9. 
Die Steinerschen Polvgone. 

Die Frage nach den Steinerschen Polygonen kann mit Hülfe des so- 
eben entwickelten Satzes auf höchst einfache und elegante Weise erledie! 
werden. Betrachten wir den Punkt « gewissermassen als Anfangspunkt eineı 
Art von Coordinatensystem: und bezeichnen wir jeden Punkt der Curve dureh 
denjenigen Werth (Argument), welchen die Variable # für denselben annimm! 
Demnach seien ve, ww die Punkte, in denen sich beziehungsweise die geraden 
und die ungeraden Seiten eines 2»2-Ecks durehsehneiden sollen. dessen Ecken 
3). Be... 7, Seien. Der Umstand, dass je zwei auf einanderfolgende Ecken 
des Polygons mit einem der Punkte ©, w in einer Geraden liegen sollen. be- 


dingt dann folgendes System von Relationen: 


= 3, tt. +0. 
= 3 +, twtu. 
= 3, +23, +0+%, 

| 0 = 2,-1T7T 3 + © Us 


‘ 
=, +3,41 t+0+%, 
EB 
0= zu +3 tw+W. 


Addirt man die erste, dritte, fünfte, ete. der obigen Gleichungen, und 
zieht von der Summe die zweite, vierte, etc. ab, so bleibt: 
= n(ler—-w) 
‘oder 
r 2 (pK--gik”) 


n 


2 on = 


u . 





wo p und g ganze Zahlen sind. 

Man erkennt hierin sofort den Beweis des Steinerschen Satzes und den 
Zusammenhang der Aufgabe mit der Transformation der elliptischen Functionen. 
Denn in den Gleichungen (1.) bleibt offenbar eines der z beliebig; die erste 
Seite des Polvgons kann durch © beliebig gezogen werden. Aber der Punk! 
’» ist durch den Punkt » vollständig, wenn auch mehrdeutig, bestimmt; zu 
jedem Punkt v gehört eine gewisse Anzahl von Punkten, die als Punkte « 


angesehen werden dürfen. Und zwar erfordert die Auffindung aller Punkten- 


re 


UNE BE AUT Be Wr 
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paare v, w nichts als die Auflösung der Modulargleichung für die Transfor- 


mation n' Ordnung. 
Aus den Gleichungen (1.) folgen unter anderen die Gleichungen: 


2, —2, 2, —2; =_tv—mw, 
2, — 2 2, — 2; w—ı 
Man hat daher: 
9 1; 2 —E, 2, = Ra — RE Sr = 5, — he, 3,1 >= 2: .—1); 
je 2, at, et Re 39} 2,4 he, zZ z n—1): 


wo der Kürze wegen 
2 (pK-- gik' 
„ j 


geselzt ist. Die Gleichungen (1.) gehen dann in die eine über: 


4.) VB = 3 +» +0+u. 


welche zwischen den Argumenten e, z,. z, der ersten Polvgonseite fesiselzt. 
dass die entsprechenden Punkte auf einer Geraden liegen sollen. 
Die Zahlen p, g in & können die Werthe O0. 1. 2. ... »—1 erhalten. 
Das entstehende Polvgon ist offenbar immer ein eigentliches, nicht aus wieder- 
holten Umgängen eines Polygons von geringerer Seitenzahl entstandenes. so- 
bald » und g nicht gleichzeitig denselben Factor mit » gemein haben. weil 
im Allgemeinen nur dann die z gruppenweise gleich werden können. Man 
hat also den Salz: 
Zu jedem Punkte e der Curve gehören soviel Punkte w, als Zahlen- 
paare p, q (—n) ezxistiren, welche mit n keinen Factor gemein haben. 
Aber insbesondere können » aufeinanderfolgende Ecken mit den übrigen 
paarweise zusammenfallen. und eine nicht geschlossene Figur aus »—1 Strecken 
z, ein Vielfaches von e wird. wo dann eine gerade 
Man kann stets nur ein 





bilden; wenn nämlich z, 
und eine ungerade Seite Tangente der Curve wird. 
solches degenerirtes Polygon bilden: und zwar kann dies dadurch geschehen. 
dass man die erste beliebige Seite Tangente werden lässt. 

Da in der Gleichung (4.) zwei von den Grössen z,. z,. © beliebig 
und da zugleich 3, die ungeraden. z, die geraden 


Ecken des Polygons vollständig bestimmt. so kann man auch folgenden Satz 


aneenommen werden können. 


aussprechen: 
Wenn man die ungeraden Ecken eines Steinerschen Polygons als die 
ungeraden Ecken eines neuen 2n-Ecks betrachtet, ohne ihre Reihenfolge 
14 * 
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anders als eyclisch zu ändern, und wenn man ebenso die geraden Ecken 
eines anderen Steinerschen Polygons als die geraden Ecken dieses neuen 
betrachtet, so ist das neue Polygon abermals ein Steinersches. 

So kann man also, wenn zwei Punktenpaare ®. © gegeben sind. deren 
unendlich viele bilden. Aber auch ein einziges genügt hierzu schon. Is! 
nämlich =», ww ein gegebenes Punktenpaar, und verbindet man e und vw mil 
einem beliebigen Punkte s der Curve. so erhält man als weitere Durchschnitte 
der Verbindungslinien mit der Curve zwei neue Punkte «', e’: und zwar ist: 

E 0 


vo = —(W+s+r), 


ve = —(W+4s+w), 
also 
ve =zwarme, 
d.h. auch ®’, w’ ist ein Steinersches Punktenpaar. 

Bezeichnen wir zwei Punktenpaare als zu derselben Classe gehörig. 
wenn p, q für sie denselben Werth haben, so kann man also den Satz aus- 
sprechen: 

Verbindet man ein Steinersches Punktenpaar mit irgend einem Punkte 
der Curve, so schneiden die Verbindungslinien die Curve in einem neuen 
Punktenpaar derselben Classe, so dass man alle Punktenpaare derselben 
Classe aus einem derselben erhält, indem man den willkürlichen Punkt 
sich über die Curve bewegen lässt. 

Einen speciellen Fall dieses Satzes hat Steiner angegeben, nämlich 
denjenigen. wo »—= 3. und wo die gegebenen Punkte zwei Wendepunkte sind 
Von diesen wird weiter unten die Rede sein. 

Die verschiedenen Classen von Punktenpaaren ordnen sich in Gruppen, 
sofern wir als derselben Gruppe angehörig solche Punktenpaare betrachten. 
für welche e—ve =e, 28, 3e, ... (n—1)e Aber bemerken wir dabei, dass 
die zu ke und (»—h)e gehörigen Classen einer Gruppe nicht von einander 
verschieden sind, indem dieselben durch blosse Vertauschung von e mit wo in 
einander übergehen. Ferner sind in jeder Gruppe. wenn » keine Primzahl 
ist. Classen uneigentlicher Polygone enthalten. 

Sind zwei Paare ve, w; v', w' derselben Gruppe gegeben, und ver- 
bindet man v mit w, e' mit w oder e mit v', w mit w', so schneiden 
die Verbindungslinien die Curve in zwei neuen Punktenpaaren, welche der- 
selben Gruppe angehören. Nur wenn beide Paare auch von derselben Classe 


sind, fällt eines der neuen Paare in einen Punkt der Curve zusammen. 
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Der Beweis ist wie oben. Man kann. wenn man diesen Salz mit dem 
vorigen verbindet, auch alle Punktenpaare einer Gruppe aus einem einzigen 
derselben auf lineare Weise ableiten. 

Dagegen ist es nicht möglich, Punktenpaare verschiedener Gruppen zu 
construiren, wenn man ein einziges Paar gegeben vorfindel. Um alle Paare. 
die zu einer Zahl » gehören. zu finden, bedarf man zweier Paare. welche 
nicht derselben Gruppe angehören. Entspricht den Grössen e, w, & in dem 
einen Paar ®’, w’, € im anderen, und führt man wieder dieselbe Construction 
wie vorhin aus, so gelangt man zu einem dritten Paar ©", ww”, &”, und zwar 
iste’—= tete. Man hat also den Salz: 

Sind zwei Paare ve, w; v', w' verschiedener Gruppen gegeben, und 
verbindet man ve mit w, ©’ mit w oder e mit ©, w mit w, so erhält 
man ein drittes Paar, welches einer anderen Gruppe angehört. Aus zwei 
gegebenen Paaren verschiedener Gruppen kann man überhaupt alle Paar: 
construiren, welche einer Zahl n zugehören, wenn 


2pK —- 2gik’ 


N 





»  MpK-+2Yyik' 





n 


und weder p, p' noch q, q einen Factor mit n gemeinschaftlich haben 
Es liegt auf der Haud, wie man diese Betrachtungen fortsetzen und 
aus Paaren, die zu den Zahlen x, »’ gehören, ein zu »” gehöriges Paar fin- 
den kann. wenn »” die kleinste Zahl ist, in welcher » und »' aufsehen. 
Ueberhaupt findet hier jeder Satz der Transformationstheorie seinen geome- 
trischen Ausdruck. Jeder Classe entspricht eine »fach getheilte Periode. jeder 
Gruppe eine Wurzel der Modulargleichung, u. s. w. Ich will nur noch den 
Satz beweisen, welchen Steiner a. a. ©. giebt, und den man so aussprechen kann: 
Gehören zwei Punkte v, w zur Zahl n, verbindet man v mit w, und 
zieht von dem dritten Schnittpunkt r der Geraden mit der Curve eine Tan- 


gente, welche in s berührt, so gehören die Paare v, s: w, s zur Zahl In. 


Man hat nämlich: 


Bu ze ©, 


W+er+tu+tr=0(0, 2-+rtW=0, also 2=rcH+tw. 


Daher ist sowohl 2/s—e) mit e, als 2(s—w) mit —e congruent, und also 
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sr, s—ıw congruent mil Ausdrücken der Form 


F 200 2 (na-+p)K--2(nb-I-q)ih” 
+ 5 +akh-+bik" = - Se L, 5 a 
Se “N 
Betrachten wir sämmtliche zu demselben @ gehöriee wre Auch 


diese sondern sich in Gruppen. und zwar so, dass jedes ww nur einer Gruppe 
angehört. dass zu jeder Gruppe #» —I Punkte w gehören, und dass ausserdem 
» selbst als zu jeder Gruppe gehörig betrachtet werden kann. Dies führt so- 
oleich auf den Salz: 

Die zu ve gehörigen Punkte w ordnen sich in n-+1 Gruppen so, 
dass jede aus n—1 Punkten bestehende Gruppe mit v zusammen als die 
Gruppe der geraden oder ungeraden Keken eines (eigentlichen oder un- 
eigentlichen) Steinerschen 2n-KEchs angesehen werden kann. 

Wenn also ausser © ein. einem eigenllichen 2»-Eck entsprechender 
Punkt »=e-+e gegeben ist. kann man sofort alle derselben Gruppe ange- 
hörieen Punkte e +28, e-+93e, ... construiren. an nimmt einen beliebieen 
Punkt F auf der Curve an. verbindet ihn mit @ und erhält den Durchschnitt 
s dieser Geraden mit der Curve. Verbindet man z mit #--s, so erhält man 
einen Punkt W: und indem man nun das Steinersche 2r-Eek ausführt. dessen 


erste drei Ecken ©, z, e-+e sind, dessen ungerade Seiten sich in V, und 


dessen eerade Seiten sich in W treffen. erhält man die Ecken 3—e, z—2:, . 
r +28, 04938 .... also die gesuchte Gruppe. 


Sind zwei Punkte «© gegeben, welche nicht derselben Gruppe ange- 
hören. und also etwa durch e-+8, e-+e' bezeichnet seien. so kann man sofor! 
auch Punkte anderer Gruppen construiren. Verbindet man nämlich e-+e mil 
re, und den dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie und der Curve mit e, 
so ist der dritte Punkt der letzteren Linie @-+2-+e', also einer neuen Gruppe 
angehörig. Und zwar erhält man offenbar allmälig alle Gruppen, wenn in & 
und & weder die Coefficienten von 2K noch die von %iK’ einen Factor mit x 
vemeinsam haben. 

(rehörten dagegen e-+8, #-+e zu verschiedenen Zahlen », so gehör!l 
der so econstruirte neue Punkt zu derjenigen kleinsten Zahl »”, in welcher n. 
» gleichzeitig aufgehen. Die Construction eines Polygons von 2.a“. b’. ec... 
Ecken kommt daher. wenn a, b, e, ... Primzahlen. unmittelbar auf die von 


Polygsone mit 2a“, 2b”, 2e/ Ecken zurück. 









nn 
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S. 4. 


Anwendungen auf die Fälle, in denen n=2 und n=3. Merkwürdige Punktsysteme, 


welche das System der Wendepunkte als speciellen Fall enthalten. 
Selzen wir » =2. In diesem Falle gehören zu einem „erebenen 
Punkte w, welche in der Form e-+pK-+-giK' enthalten sind. 


Punkte » drei 
?- K--iK’'. Dies aber sind nach dem 


d.h. die drei Punkte eK, e--iK", 
Früheren mil » zusammen Berührungspunkte der von demselben Punkte aus 
ender 


vezogenen Tangenten. Nimmt man hinzu. dass die Paare gegenüberlieo 


Ecken nach (3.) sich ganz ähnlich ausdrücken. so selanet man zu dem be- 
kannten Salze: 
Wenn ein vollständiges Vierseit seine Ecken auf der Curve hat. so 
schneiden sich die Tangenten der gegenüberliegenden Eckpunkte ebenfalls 
(Poncelet, d. J. Bd.S. p.131. Hesse, d. J. Bd.36. p. 151. 


auf der Curve. 
3 ist durch seine Beziehung zu den 


Die Untersuchung des Falles »: 
Wendepunkten wichlig. 

Die Theorie der Wendepunkte nimmt mit Hülfe der obigen Betrach- 
\Wenn nämlich eine Gerade die Curve 


tungen eine sehr einfache Gestalt an. 
das gemeinschaftliche 


in drei zusammenfallenden Punkten schneidet. und « 
Argument derselben bedeutet, so ist 
3u+u = 0 
oder 
ae a). 
Be) 

Die 9 Wendepunkte erhält man also sofort. indem man in den Formeln 
$.1 (8.) die 9 Werthe des Arguments einselzi. welche aus dem obigen Aus- 
druck entspringen. Auf einer geraden Linie liegen dann immer die Wende- 
punkte, für deren Argumente die Summe der p sowohl als die Summe der q 
durch 3 theilbar ist. Ordnet man die Werthpaare p, qg wie die Elemente einen 
Determinante in das Schema 

0.0 0.1 02 

De 

2.0 21 2.2, 
so liegen in einer Geraden die Punkte, welche derselben Horizontalreihe. 
solche, welche derselben Verticalreihe entsprechen. und endlich solche. welche. 
das obige Schema als Determinante aufgefasst. in derselben mit einander mul- 
Die vier Wendepunktsdreiecke bestehen aus den 


tiplieirt erscheinen würden. 
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(seraden der Horizontalreihen, denen der Verlicalreihen, denen der positiven 
und denen der negaliven Determinantenglieder. 

Da eine der vier von einem Wendepunkte an die Curve gezogene 
Tangenlen in die Wendetangente selbst fällt, so erhält man die Argumente 
der Berührungspunkte der anderen, wenn man zu dem Argument des Wende- 
punkts eine der Grössen N, öK’ oder K--iK addirt. Zu dem Wendepunkte 
mit dem Argumen! | 

u, , 2(pK-+-gik”) 
u u 


sehören also die drei Berührungspunkte: 











u, @p+s)Argih” u, , 2pk+ (29-43) ik’ 
ee EN BE, 
y M @p- 3)h-+- (2 BL 

- 5 3 


Dieselben liegen auf einer Geraden, da die Summe ihrer Argumente con- 
eruent mit — a, ist. 

\lan sieht, dass die Argumente (1.) ein System Steinerscher Punkten- 
paare für »= 9. und dass die Argumente (2.) ein solches System für » = 6 
bilden. Man hat also insbesondere den Satz, dessen ersten Theil Steiner an- 
veveben hat: 

Je zwei Wendepunkte können die Schnittpunkte der geraden und 
ungeraden Seiten eines Steinerschen Sechsechs und jede zwei Berührungs- 
punkte soleher Tangenten, die von verschiedenen Wendepunkten an die Curve 
gezogen sind, dergleichen Punkte für ein Steinersches Zwölfeck sein. 

Aber hiermit hängt eine allgemeinere Eigenschaft der Wendepunkte 
zusammen. Man kann nämlich die Forderung stellen, dass von dem System 
der zu einem Punkte @ (für beliebiges ») gehörigen Punkte «= immer auf der 
Verbindungslinie zweier noch ein dritter liege. Es müssen sich dann zu p. q, 
p, g immer zwei Zahlen de Y' bestimmen lassen, so dass 


3.4 2 (p+p'+pN)K+2(q+g’+g")ik’ 
| n 





— Ya 
oder es muss sein: 


u, , 2(pK+gsih”)  2Cp pp )K +2 HNik" 





g a 3 RT In 
| 4 ,2(pK+gik’) 2CrK-+sik') 
ri a: 3 In 
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ı nun der erste Theil der rechten Seite das Argument eines Wendepunkts 


D: 
ist. so hat man folgenden Satz: 

Alle, und nur diejenigen Punkte v, welche mit einem Wendepunkt 
ein zur Zahl 3n gehoriges Punktenpaar bilden können. haben die Eigen- 
schaft, dass die Verbindungslinie von irgend zwei Punkten, die mit v ein 
zur Zahl n gehöriges Punktenpaar bilden, die Curre in einem dritten 
Punkte schneiden, welcher mit v ein eben solches Punktenpaar bildet. 

Die Systeme der zu solehen Punkten = gehörigen w bilden sehr in- 
teressanle Sysieme. als deren speeiellster Fall das System der Wendepunkle 
erscheint. Die so entstehenden Punktsvsteme sind verschieden nach der 
Natur der Zahlen ». r, s und zwar in foleender Weise. Ich will einen Punk! 
eines solchen Systems emen Punkt p. g nennen. insofern sein Argument die 
2(pkh-qih’ Pr ’ ur z R 
- . hat. wo ve aus (3.) bestimmt ist. Sollen p, q: p. g: p'. q 
auf einer Geraden lieven. so muss man haben: 


Form r- 


’ ’ 


p+p-+p" =zr. g+g-+g =s. (mod. n). 
Wenn nun erstlich » durch 3 theilbar ist. aber nieht aueh r und s. so kön- 


nen die Punkte p. g: p'. g: p”, g nie in einen Punkt zusammenfallen. Isi 


a nieht dureh 3 theilbar. so kann man. und zwar anf eine Arl 


per, gas 
machen: in jedem solchen Falle gehört also ein Wendepunkt zu dem Systeme. 
Ist endlich jede der Zahlen z, r, s durch 3 theilbar. so gehören sämmtliche 
9 Wendepunkte zu dem System. 
Ist ferner » ungerade. so bestehen die Congruenzen 
p+2»p=r g-+?2g =s 
so zusammen. dass jedem Punkt p'. q ein Punkt p, g und umgekehrt ent- 
spricht. In diesem Falle also kann man von jedem Punkte des Systems eine 
deren Berührungspunkt dem Systeme angehört. und die 


Tangente ziehen. 
Ist 


Tangente in jedem Punkte des Systems geht noch durch einen andern 
dagegen » gerade. so gehört zwar zu jedem Punkt ». q ein Punkt p». g. 
Aber umgekehrt gehört zu einem Punkte p, g nur dann ein Punkt p. q. 
q gerade sind: dann aber gehören zu demselben auch noch 





wenn r—p\, s 


n N N . 
—-—. Es geht also zwar noch 


' on 
die Punkte p+>> 09: pP; 9445: Pt» 975 
die Tangente in jedem Punkte des Systems durch einen andern. aber immer 
vier durch denselben. so dass überhaupt nur durch den vierten Theil aller 


Punkte Tangenten anderer Punkte hindurchgehen. 
15 
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Es sind daher folgende Fälle zu unterscheiden: 


I 
3 
3 
3 


I. Sei » von der Form 6% +1. Zu dem System gehört ein Wende- 
yınkt. Von jedem anderen der » Punkte des Systems eehen ausser der 
| | 


Taneente im Punkte selbst und einer von ihm aus 


., 


ran n in \ . . . . 
Fangente noch Gerade aus, auf deren jeder sich zwei Punkte des 


5) 
u 


eezorenen anderen 


Sysiems befinden. Von dem Wendepunkt hingegen gehen solcher 
Geraden aus. Mithin befinden sich in dem System: 
ein Wendepunkt; 
» — I Tangenten, deren jede noch durch einen Punkt des Systems geht. | 
und deren Berührungspunkte die Punkte des Systems sind, den Wende- | 


punkt ausgeschlossen; 

7° i —— Y, 

€ i.n - N . . N 
- (ierade, deren jede durch drei Punkte des Systems geht. 
) “ 

2. Sei » von der Form 6#+2. Zu dem System gehört ein Wende- 
punkt. Alle » Punkte haben die Eigenschaft, dass ihre Tangenten einen 
Punkt des Svstems trellen; bei »°—1 ist dieser von dem Berührungspunkte 
n" en 
— Punkte haben die weitere Eigenschaft, dass die 
4 
Berührungspunkte der vier von ihnen an die Curve gezogenen Tangenten dem 


verschieden. Aber nur 


Systeme angehören: der Wendepunkt gehört zu diesen. Es gehen also von 
)..5 - % 2 
On 7 a, “ . . . n 
gr Punkten noch —— Gerade aus. die zwei Punkte treffen; von 74 1 


A 1 n"—4 „ 
sehen —— Gerade aus. und von einem. dem Wendepunkt. —;— Gerade. 


- 





In dem System befinden sich also: 
ein Wendepunkt und die Berührungspunkle der drei von ihm an die Curve 
gezogenen Tangenten: 
die »—4 Tangenten der übrigen Punkte. die sich zu vier in Punkten 
des Svstems schneiden: 


2 4 2 ‘ 
ni l.n"—2 


„ — Gerade, deren jede durch drei Punkte des Systems geht. 
) « ! 


3. Sei » von der Form 65-3. und zwar: 


‘ 


a) r und s nicht beide durch » theilbar. Das System enthält keinen 
3 

2 

dere Punkte des Systems trelfen. Zu dem System gehören also: 





Wendepunkt: von jedem Punkte gehen (rerade aus, welche zwei an- 


die » Tangenten der Punkte, deren jede durch einen anderen Punkt des 


Systems geht: 


N .H 


7 Gerade. deren jede durch drei Punkte des Systems geht. 
’ 














Te 
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b) r und s beide dureh 3 theilbar: der Ausgangspunkt bildet mil 


einem Wendepunkte ein zur Zahl » gehöriges Paar. Alle Wendepunkte se- 
. ! „—I1 „ 

hören zu dem System. Von jedem W endepunkte gehen noch ’ Gerade 
3 BR 
) 


’ . H . 
nach je zwei anderen Punkten, von alien anderen Punkten nur — — .» Zu 


tv 


dem System gehören also: 
alle Wendepunkle:; 
n» 9 Tangenten, deren jede in einem der anderen Punkte berührt. und 
deren jede durch einen anderen dieser Punkte geht: 
Ya’ —1) + (nm —3)(n’—9) ”— In" IS 
6 6 
Punkte des Systems geht. 
l. Sei » von der Form 6%. Und zwar: 
a) r und s nicht beide durch 3 theilbar. Kein Wendepunkt gehört 


(serade. deren jede durch drei 


i IN “—2 a i 
dem System an; von —- Punkten gehen —,— Gerade nach je zwei anderen 
) n ) n — 6 x ä 
Punkten. von 2 Punkten deren nur —;— + Das System enthält also: 


die »° Tangenten der Punkte. die sich zu vier in einem Punkte des 


Systems treffen: 
nn —I nm .- 
— Gerade. deren jede durch drei Punkte des Systems geht. 
| 
b) r und s beide durch 3 theilbar. Alle Wendepunkte gehören zu 
dem System, also auch die 27 Berührungspunkte der von ihnen gezogenen 


. ass n h 
langenten. Von jedem Wendepunkt gehen noch —— Gerade nach je zwei 


, n” 2 —Ö ’ 
Punkten des Svstems. von 1 —9 anderen Punkten —— Gerade, von den 
In" n„""—2 5 
übrigen —— aber —— Gerade. Zu dem System gehören also: 


alle Wendepunkte und die 27 Berührungspunkte der von ihnen an die 
Curve sezoeenen Tangenten: 
»—36 andere Tangenten, deren je vier durch einen Punkt des Systems gehen: 
nn +18 Gerade, deren jede durch drei Punkte des Systems geht. 
Der einfachste Fall von 3.5). nämlich » = 3. giebt das System der 
Wendepunkte selbst. und die 12 Geraden. welche durch dieselben gehen. 
Der einfachste Fall von 4.5), nämlich 26 giebt das System der Wendepunkte 
zusammen mit den Berührungspunkten der von den Wendepunkten an die 
Dieses System enthält nach 4.5) 201 Gerade. 


Curve gezogenen Tangenten. 
Von diesen sind 12 die Geraden, auf denen die Wendepunkte liegen: 108 
15 * 
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andere Gerade gehen durch je einen Wendepunkt und je zwei Berührungs- 
punkte. endlich bleiben SI Gerade übrig, auf welchen je drei Berührungspunkte 
liegen. So findet man die Sälze wieder. welche Herr Hesse (dieses Journal 
Bd. 36. p. 175) über die Lage dieser Punkte aufgestellt hat. 

Ueberhaupt stehen die geometrischen Sätze der angeführten Abhandlung 
von Hesse schon deswegen mit den hier behandelten Gegenständen in genauem 
Zusammenhange, weil einige Resultate derselben die von Herrn Aronhold auf- 
vestellte Zurückführung eines mit der Theorie der Curve dritter Ordnung zu- 
sammenhängenden Integrals auf ein elliptisches begründen helfen. In der That 
kann man einen grossen Theil der a. a. O. bewiesenen schönen Sätze aus ünserer 
Fundamentalformel «+9,42 —”, fast ohne alles Weitere ableiten. Ich will 
dies an dem Salze noch darthun, welcher sich a. a. ©. p. 152 findet: 

Es lassen sich einer Curve dritter Ordnung nur drei Dreiecke ein- 
beschreiben, deren Seiten durch drei auf der Curve gegebene in einer geraden 
Linie liegende Punkte gehen, und die Dreiecke gehören drei verschiedenen 
Systemen an. | 

Seien nämlich a, a,. a, die gegebenen Punkte, so dass: 

ada-+-4d-+6G — U. 


Die Ecken des gesuchten Dreiecks seien db, b,. b,. Dann hat man die Glei- 


chungen: 
a+b,+b = —u. 
bta+b = —u,. 
b+-b-+a = —u. 


Aus diesen mil der ersten zusammen folgt: 
2(b+b,+b,) : - 2u; 
und da die Punkte 5 nicht auf einer Geraden liegen sollen. so muss man 
haben: 
b+b,+b, = —-u+K, oder ut, dr = tKrHiK. 


* d; 


Bezeichnet also & eine der Grössen K, iK', K--ik', so kann man selzen: 
b=a-+te, b,=za,+te, b,= a8. 

Dies sind die allgemeinsten Auflösungen des Problems, der Curve ein Dreieck 

einzubeschreiben; und zwar bilden diese Dreiecke drei Systeme, je nachdem 

K, ik’ oder K-+-iK’ für & gesetzt wird. Wie man, wenn die a gegeben sind. 

mit Hülfe der Tangenten die betreffenden Dreiecke construirt. ist sofort er- 


siehtlieh. 

















4 
“ 
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Bedingung dafür, dass sechs Punkte der Curve auf einem Kerelschnitt lieren. 
;erührungskegelschnitte etc. Bemerkungen. | | 
Von grösserer Wichtigkeit ist eine Reihe von Sätzen. deren Beweis 
sich sofort ergiebt, wenn man von unserm Fundamentalsatz über drei Punkte 
auf einer Geraden zu dem entsprechenden über sechs Punkte der Curve über- 
geht. welche auf einem Kegelschnitt liegen. 
Seien a, a,. a, drei Punkte der Curve. welche in einer Geraden 


liegen. so dass 
aa = —U. 


Ziehen wir durch jeden dieser Punkte eine beliebige Gerade. und erhalten 


wir auf diesen die Punktenpaare b, b’: b,. bi: b,, b,. so ist auch 


a+b 5b = — un. 
a—+b,+b, — Uy. 
++b+b = —u. 


und die neuen sechs Punkte sind ein System der allgemeinsten Art. welches 
oleichzeitig der Curve und einem Kegelschnitt angehören kann. Aus diesen 
Gleichungen und der vorigen aber ergiebt sich: 

b+b,+b,+b+b-+b = — Au: 
und so hat man den merkwürdigen Satz. 

Die Summe der Argumente, die zu sechs auf einem Kegelschnitte lie- 
genden Punkten gehören, ist immer derselben Constanten gleich 2u 
oder congruent 

Nehmen wir z.B. an, die Punkte db, b’; b,. b,: b,. b, fielen paarweise 
zusammen. Der Kegelschnitt berührt dann die Curve dritter Ordnung in drei 
Punkten, und man hat für die Berührungspunkte 

2 (b+b,+b+u) = VÖ. 
oder b+b,+b,— u, congruent einer der Grössen 

0. K, ik’, K+ik". 
Der erste Fall aber ist der Frage fremd. weil die Punkte b, d,. 5, dann auf 
einer Geraden liegen würden. Es giebt also drei Systeme von Berührungs- 
kegelschnitten, welche sich dadurch unterscheiden, dass zwischen den Argu- 
menten beziehungsweise die Gleichungen gelten: 
b+b+b, = —m+Kh, b+b, +b, = —u, til’, b+-b,-+b; : u, hN-- ih 


Solche drei Systeme hat Herr Hesse a. a. 0. gelunden. 
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“ 
B) 
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It 5+b,+b+b'+b,+b, = — Ru,. und b+b,+b, = —wm--e, wo eeine 

u ’-_ .rY7 r .Tr > ) 
der Grössen K, ik, K-+iK’ ist, so hat man auch 4)’ +b,+b, = —u, te, und so 
den von Hesse a. a.0. gegebenen Satz: Legt man durch die Berührungspunkte 


eines Kegelschnitts einen neuen Kegelschnitt, so schneidet er die Curve noeh 





in drei Punkten, in denen ein weiterer, demselben System angehöriger Kegel- 
schnitt die Curve berührt. 
Soll der Kegelschnilt zweimal dreipunktig berühren, so muss b=b, = b.. 
b' = bh, = b,. also 
3 b--I) = —Am. 
odei 
2(pK + gik' 


| ' € f 
b u % b a u 2 U, 3 


sein. Hiernach liegen die beiden Berührungspunkte stets mit einem Wende- 

/ % ,4oK- I; u 
punkt ( — > In — ) in eerader Linie. wie bekannt. 
. « {B] Pr 


Ich übergehe eine Menge weiterer Sätze dieser Art. welche sich aus 


ik’ 


diesem Prineip ableiten lassen, und bemerke nur noch, dass auch der Zusatz 
von Steiner sich hierdurch sofort erledigt. dass nämlich die über die Polvgone 
ausgesprochenen Sätze noch gelten, wenn an Stelle ihrer Seiten Kegelschnitte 
treten, welche durch drei feste Punkte der Curve hindurchgehen. 

Aber auch die Erzeugung der Curven dritter Ordnung durch Büschel 
von Geraden und Kegelschnilten gewinnt durch unsere Formel eine sehr ein- 


fache Darstellung. Seien b, b,. b,. 5b, vier feste Punkte, welche irgendwie 


auf der Curve gewählt werden. Die Punkte ec, d, in welchen ein durch jene 
velegter Kegelschnitt die Curve ausserdem schneidet. genügen dann der 
Gleichung: 

c+d = (du +b+b+b-+b,). 
Die Gerade cd schneidet also die Curve immer in demselben Punkte p, welcher 
durch die Formel 

1) pz w+tb+b+b,-+b; 
bestimmt ist. Und so hat man den Satz: 

Ein Kegelschnittbüschel, dessen gemeinsame Punkte auf der Curve 
liegen, schneidet die Curve in Punktenpaaren, in denen auch ein büschel 
von Geraden dieselbe schneidet. Der Scheitel des letztern Büschels be- 
stimmt sich aus (1.) geometrisch so, dass man zwei der festen Punkte des 


Systems verbindet, die andern beiden ebenfalls, beide Linien zum Durch- 


5 
’ 
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schnitt mit der Curve bringt, und die beiden Schnittpunkte verbindet. Die 
letzte Gerade schneidet die Curve in dem gesuchten Scheitel. (Salmon. 
treatise on higher plane curves, p. 139.) 

Ich beschliesse diese Untersuchungen mit zwei Bemerkunsen. welche 
mit dem Gegenstande nur lose zusammenhängen. 

Wenn man die Gleichungen, welche die Ecken eines Steinerschen Po- 
Ivgons bestimmen, unmittelbar aufstellt, so gelangt man zu einem Systeme von 
Gleichungen, welches, wie es in der Geometrie oft vorkommt. in die Gestall 
gebracht werden kann: 

va; wrr)= ... YA) DR, %, 0. 
Systeme dieser Art fallen unter die Classe derjenigen, von denen Abel (dieses 
Journal Bd. 5, p. 342) den Satz angegeben hat, dass ihre Lösung auf eine 
Gleichung von verhältnissmässig niedrigem Grade zurückgeführt werden kann. 
Der Beweis dieses Abelschen Satzes ist sehr einfach. Denn sind die Gleichungen 


gegeben: 
f (=; . Tas 5.“ eh a L ) = 0. 
Pr, 83, Ds I) = 0. 
f (#,, Ti yo. La? 5) Ti) — 0. 


so kann man in denselben etwa r, als bekannt ansehen. und, indem man 
23, %ys... x, eliminirt, x, durch x, ausdrücken. Man gelangt dann zu einer 
Gleichung, welche x, durch x, rational darstellt: und da x, zu x, in derselben 
Beziehung, wie x, zu x,. elc.. so hat man: 

ee ehe: ..:. + ul.) a Me). 


Ist demnach //(x) die Endgleichung, welche man durch Elimination von 





Lyss... @, aus dem gegebenen Sysieme erhält, so ist die Gleichung 
De)  _g 
HE. 


eine derjenigen. welche Abel (dieses Journal Bd. 4) mit Hülfe einer Gleichung von 
niedrigerem Grade auflösen gelehrt hat. Dies ist der angeführte Abelsche Satz. 

Aber es verdient bemerkt zu werden, dass nach der Natur der Funetion 
y die angegebene Schlussfolgerung illusorisch werden kann. Es kann näm- 
lich geschehen. dass die Elimination von x,. &,. ... x, aus dem gegebenen 


System nicht auf zwei verschiedene Gleichungen zwischen x, und x, führt *). 


*) Allgemeiner, dass die Elimination von m der x auf Gleichungen für die übrigen 
führt, welche sich als von einander abhängig oder widersprechend ausweisen. 
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welche zur Bestimmung dieser Grössen dienen können, sondern dass man au! 
zwei Gleichungen kommt, welche dasselbe aussagen. oder welche einander 
widersprechen. Der letzte Fall führt dann auf eine Bedingung zwischen den 
Coeffieienten,. und wenn dieselbe erfüllt ist. bleibt eines der x völlige unbestimm!. 

Merkwürdigerweise ist gerade dieser Fall in der Geometrie besonders 
häufig aufgelreten,. wovon das Problem des einer Ellipse einbeschriebenen. 
einer andern umbeschriebenen Polygons ein berühmtes Beispiel bietet. Auch 
die in der obigen Untersuchung auftretenden Systeme gehören demselben Aus- 
nahmefalle an. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf einige Punkte der Theorie der 
Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung. Die Deduetion der Lage der 
neun \Wendepunkte aus dem einen Satz, dass die Verbindungslinie zweier 
immer durch einen dritten geht, pflegt entweder nicht strenge oder doch eini- 
sermassen umständlich auseeführt zu werden. Man kann sie sehr einfach 
durehführen. wenn man schliesst, wie folgt. Nehmen wir drei Wendepunkte. 
welche in gerader Linie liegen. Von den 12 Geraden. welche überhaup! 
existiren müssen, gehen durch die Punkte dieser Geraden nur 10. Es muss 
daher zwei Gerade geben, welche durch keinen jener Punkte gehen. Nehmen 
wir eine derselben, so gehen durch die auf ihr und der vorigen liegenden 
Punkte eilf Gerade hindurch: demnach muss die zwölfte Gerade durch die 
drei Wendepunkte gehen. welche auf den ersten nicht liegen. So hat man 
ein Wendepunktsdreieck: und man hat deren vier. wenn man der Reihe nach 
mit denjenigen Geraden beginnt, welche sich in einem Wendepunkte durch- 
schneiden. Wie sodann eine zweckmässige Bezeichnung der Wendepuukte so- 
fort die Geraden und die Dreiecke erkennen lässt. ist oben bereits gezeiet 
worden. ($. 4.) 

Betrachten wir nun ein Wendepunktsdreieck. Auf einer Seite desselben 
liegen die Wendepunkte a, a,. a,, auf der zweiten b, b,. b,. auf der dritten 
C, €» €. Die gegenüberliegenden Ecken des Dreiecks seien A, B, C. Von 
Ce, €). & aus gesehen ist die Reihe 

ae ur Tre a 5 
der Reihe nach perspeelivisch mit: 

U, u. u. 2, 

ei a 


Ge. =; 
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Die letzten drei Reihen sind also projeelivisch: oder man hat den Satz: 

Die Reihe, welche von zwei Ecken eines Wendepunktsdreiecks und 
von den auf derselben Seite liegenden Wendepunkten gebildet wird. ist 
projeclivisch mit jeder Reihe, welche durch eyelische Vertauschung der 
letzter» erhalten wird. 

Man übersieht leicht. dass dieser Salz nur aussagl. es seien die Quolienten 
(a ca (da, 
Ba’ Ba,’ Ba, 


von Interesse, dass man bei dieser Gelevenheitl auf eine geometrische Darstelluno 


die verschiedenen dritten Wurzeln derselben Grösse Ks ist 


der imaginären Wurzeln seführt wird. Denkt man sich einen Punkt. elwa «a 
veeeben. so wird a,. @, dadurch völli» bestimmt: die eine Cubikwurzel is! 
gegeben. die andern sind vermöge eines Problems der synthetischen Geometrie 
zu finden. Man kann dies verallgemeinern und sagen: Der synthetische Aus- 
druck des Problems, die verschiedenen n“" Wurzeln einer Zahl zu finden. wenn 


eime derselben gegeben vorliegt, ist in folgendem Problem enthalten: 


(Gegeben sind auf einer Geraden drei Punkte C, a. B. Man soll auf 
derselben n—I andre Punkte a,. &» ... a, , so finden, dass die Reihe 
Ü, a, di. ... A,» D mit derjenigen projectieisch ist. welche durch ey- 


clische Verltauschung der a aus ihr hervorgeht. 


(riessen. den 27. September 1569. 
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Darstellung der Curven durch Krümmung und 
Torsion. 
Fortsetzung zu Bd. 60, pag. 182. 


(Von Herrm R. Hoppe.) 


Biden ich in der eilirten Abhandlung das Problem behandelte. aus 
zwei gegebenen Relationen zwischen dem Bogen, der Krümmune und der 
Torsion einer Curve deren Gleichung in rechltwinkligen Coordinaten zu fin- 
den. leitete mich folgender Gesichtspunkt. Die Darstellung einer Curve durch 
zwei Gleichungen zwischen den Coordinalten bestimmt ausser ihrer Gestalt auch 
ihre Lage im Raume. Aus ihnen kann man erst mittelst dreier Differentiationen 
und zweier Wurzelausziehungen zu denjenigen Grössen gelaneen. welche un- 
abhängig von der Lage die wesentlich unterscheidenden Merkmale der Curven 
bilden. Dieser Umstand erschwert sehr den Einblick in die Natur der Curven. 
indem letztere durch accidentelle Elemente in den Hintergrund s„estellt wird. 
und das Festhalten an jener Ausdrucksform ist, wie mir scheint. erossentheils 
daran Schuld. dass die Theorie der Curven doppelter Krümmung bisher eine 
verhältnissmässig geringe Ausbildung erhalien hat. Eine der Natur des Gegen- 
standes angemessene Behandlung muss zuerst die unterscheidenden Elemente 
soviel als möglich isoliren. dann von den wesentlichsten ausgehend die mehr 
accidentellen nach einander hinzutreien lassen. 

In der vorigen Abhandlung ist die Isolirung bereits weiter ausgeführ! 
worden. als es die zunächst beabsichtiete Elimination der Laee erforderte. 
Letztere wird schon vollzogen, wenn man die Krümmung 7’ und die Torsion 
3 als zwei oepebene Funclionen des Bogens s, alle anderen Grössen als 
durch diese bestimmt betrachtet. Es hat sich jedoch gezeigt. dass auch der 
Boren sofort eliminirt wird. sobald man statt der beiden anderen Variabeln 
ihre Inteerale. den Krümmunes- und Torsionswinkel. 7 und 9, einführt. dass 
also statt zweier alleemeinen Functionen nur eine in den Grundformeln zurück- 
bleibt. Indem wir jetzt die Gleichung zwischen 7 und 9 als oberstes unter- 
scheidendes Merkmal der Curven ansehen, wollen wir sie die speeifische 
(sleichung nennen. Demgemäss zerfällt die Theorie der Curven in zwei von 


einander unabhängige Theile: der erste. die Theorie der Krümmuneen. hal 
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es nur mit Richtungen, der zweite, die Theorie der Bosen. nur mit Dimen- 
sionen nach schon bekannten Richtungen zu thun. 

Im Folgenden will ich zuerst den Gegenstand der vorigen Abhandlung 
noch einmal aufnehmen, um der Darstellung einer Curve durch die aus der 
Integration der speeilischen Gleichung hervorgehenden Grössen ihre enl- 
wickelte Form zu geben; dann ein Problem in Bezug auf die Bosen be- 
sprechen; endlich in Betrelf der Abhängigkeit mehrer Curven einige Theoreme 
aufstellen. Zuvor noch einige Anordnungen. 

Denkt man eine Curve durch Bewegung eines Punkles erzeuel. der 
selbst einem körperlichen System zugehört. sei dieses unveränderlich in sich 
oder gleichzeitigen relativen Bewegungen unlerworfen. so eienel sich zur 
Darstellung der gesammten Bewegung die Annahme zweier Axensvsieme. das 
eine im Raume,. das andere an dem bewegten Systeme fest. Die ersteren 
Axen mögen Raumaxen. die letzteren begleitende Axen. und die sie ver- 
bindenden Ebenen Raumebenen und begleitende Ebenen heissen. Die Be- 
wegung des Systems sei nun durch den Lauf der Curve derart vollständige 
bestimmt. dass die Tangente. die Binormale *) (d. i. die zur Schmiegungsebene 
senkrechte Normale) und die Hauptnormale die begleitenden Axen: die Nor- 
malebene, die Schmiegungsebene,. und die, auf beiden senkrechte, rectifieirende 
Ebene *) die begleitenden Ebenen bilden: eine Reihenfolge. die um der Ver- 
tauschungslähigkeit der beiden ersten Axen willen gewählt worden ist. und 
im Folgenden vorausgeselzt werden soll. Der Anfangspunkt des begleitenden 
Systems kann in der Theorie der Krümmungen nicht der laufende Punkt der 
Curve sein. weil dieser mit dem Bogen variirl; es ist nöthie. ihn in einen 


festen Punkt des Raumes zu verlegen. 


Transformationen der Differentialgleichung und Ausdruck der Richtungen der 
begleitenden Axen in Integralen derselben. 


Bezeichnen. wie vorher, a, v, w die cos. der Richtungswinkel einer be- 


liebigen Raumaxe gegen die begleitenden Axen. und man zerlegt die Gleichung 


10.) „+0V+wW=1 


*) Zwei Benennungen, als deren Autoren in Schells allgemeiner T'heorie der 
Curven doppelter Krümmuneen Saint-Venant und Lancret angeführt werden. 
pl g 


16 * 
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in foleende zwei: 
v | u cos u w sin u 1. 


'asın m —ıw cos u iv, 
so findet man durch Differentiation derselben semäss den Formeln: 
12.) ou=wor:; 0o=-wOs: Öw=rdöd—ncı 


zunächst: 
or+0u = —i0F sin u — (vr cosu—im)cH. 


Die fernere Substitution: 


‘ 2 COY 
13 lolu a ee 
2 2.2 
giebt alsdann: 
| 1. r' t iFr ir 0, 
wo die Accenle die Dillferentialion nach 7 andeuten übereinstimmend mil 


Gleichung (7.) der vorigen Abhandlung. 

Für jeden Specialwerth von r findet man leicht einen zweiten. indem 
man die Gleichung differentürt. und 

er ge” 
seizl. was 
16. n—iFg+ig = 0 

ergiebt. Sind jetzt r,. g, die conjugirten Werthe zu r. q. 50 genügen r. 4 
der Gleichung (14.) und r,. g, der Gleichung (16.). Mit Anwendung deı 
Gleichung (14.) findet man die Relationen: 


(33, r= —-4r HI9r)=— 4q,e 
rn, = —4Ige”, 
(18 B> 
nr = ge 
und. indem man 
(19.) gu 
für r in Gleichung (14.) einführt. noch die folgende: 
n"r+ranr +ignr = O0. 
woraus nach Integration hervorgeht: 
*) 
(20.) are” = —— = const. 
dl 


Um nun die Grössen x. r. :e unmittelbar in den Wurzeln der Glei- 
chungen (14.), (16.) auszudrücken. kann man Gleichung {11.) folgender- 
massen schreiben : 

L- 


u Ii— u 
Mühe EU ee 
5 tgygut+ —— colzu. 


- - 


m = 


N 
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- 


Nach den Gleichungen (13.). (15.). (17.) ist 


) 


a Sl 
col} u 33 I 
”> er q, 
daher 
. or CH 
cu (1-+.%) en. 
r 1, 
woraus weiler: 
PB 2or ct :q ‚ 
ce —_— eo" aon 
"1, 4 4, r 
und nach Inleeralion : 
21. lu = anrg,  aggı: 
Jede Hinzufücung einer CGonslanten würde x im Allgemeinen imawinär machen 


Die Constante a, welche nur von dem willkürlichen eonstanten Faelor in 
q und q, herrührt, kann man 1 setzen, und dafür jenen Factor so bestimmen. 
dass den Gleichungen (15.). (17.). (19.). (20.) genügt wird. welche naeh 
Elimination von » und r ergeben: 
‘)+ \ A? ‘ 
22.) gmtAigg 2. 
Dass die linke Seile sich stels auf eine Constanle redueirt. ist eine KEivenschall 
aller Integrale der Gleichung (14.), und enthält keine neue Bedingung 
Gemäss den Formein (12.) findet man nun die Werthe: 
a=1—gg; veilgn—gg); w Ygı-tgg, 
welche ohne weitere Bedingung die Gleichung (10.) erfüllen. 
Zur Berechnung der entsprechenden Grössen #,. ©,. , in Bezug aul 
eine zweite Raumaxe wenden wir das vollständige Integral der Gleichung (14 
Ag-+ br 
an. welches für q zu substituiren, und woraus gemäss der Gleichung (15. die 
entsprechende Substitution für q, zu ermitteln ist. Damit beide Raumaxen zu 
einander senkrecht werden, müssen A und 5 der Gleichung 
au, er, tew, = Ö 
genügen. Bezeichnen A,. DB, die conjugirten Werthe zu A, PB, so findet man: 
en 1 2 
AA,=4; BB, =1. 
Setzt man 
| 


A = ae: B = 2/2 


la P) 


e . 


so geht & aus allen Formeln heraus. 9 bleibt willkürlich und erfüllt in Bezug 
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auf eine dritte Raumaxe die Bedingung 

> = uw, — UW, 
wenn man es entsprechend der zweiten und dritten =0 und = — 37 setzt. 
Demnach ist in Bezug auf beide Axen 


in Bezue auf die zweite 





in Bezue auf die dritte 


 PRRER SURNER. BER 


Das System der sämmitlichen neun Werthe e„estaltel sich besonders einfach. 


wenn man selzt: 


‘ 
N } 


g=(m+im)e’; !etln-in)e"”. 
Dann sind 
p=m+im; p=n-in, 


die zwei Specialwerthe,. welche der Gleichung 
(23.) p’+441+9"—-2i9"')p = 0 
venüeen,. und zwar findet man den zweiten aus dem ersten mittelst der Formeln: 
(24.) n— 2m +Fm: nn = —-?Rm-+$m. 


Die Tabelle der Werthe lautet jetzt: 





ua =1—-mM"’—-m =n"+m—1. 
rt =emn  +m,n, 

vw = -mn -+-m,n|. 

u = mn-+m,n,. 


} 


25.) (vr =mm,—ınn,. 
\ 1) u) > t ) 
wo = 1—-m—n, =mi+n —1. 


U; — mm, m, N . 
Io =1-mi-n=m’+n—1. 


w, = mm, nn, . 


und der constante Factor der Integrale der Gleichung (23.) bestimmt sich durch 
die Gleichung: 


6.) 2= m+mi+tn+n. 
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$. 2. 
Veränderung der Raumaxen. 
Substituirt man für die erste Wurzel m-+-im, der Gleichune (23. . eine 

beliebige andere 

ae“ (m+ im,)+ be (n-+-in,). 
so geht gemäss der Gleichung (24.) »-+in, über in 

ae" (n+ in) — be” (m--im,). 
und Gleichung (26.) giebt zunächst: 

a-+b’ = 1. 


Sei also 
a=cosy; b=siny. 


Führt man jetzt die Substitution in den Gleichungen (25.) aus. so erweist sich 
das Resultat als dasselbe, wie wenn die Raumaxen der .r, y. z, auf welche 
sich die Werthe (25.) beziehen, in drei neue Raumaxen der r,. Yı. 3, über- 
vehen, deren Lage im Verhältniss zu den erstern durch die Relationen 


2, = 2.0082y — ysin2y cos(@a — P)— zsin2ysin(e—P). 

y, = 2sin 2y cos (a+/)+y (cos 2a cos y—cos 2 sin’y)+z (sin2a cos’y-+sin2/P sin’; 

, = -sin2y sin (aß) + y(-sin2a cos’y + sin2sin’y)ı 3(c0os2a cosy c0s2,7 sin’y 

ausgedrückt ist. in welchen Formeln man nur für x, y, z erst »., 1. ”. dann 
®, %. %. dann w, w,. w, zu schreiben braucht. damit r,. y,. z, die ver- 


änderten Werthe der gleichnamigen Grössen darstellen. 

Hiermit ist zugleich bewiesen, dass die speeifische Gleichung die Rich- 
tungen der begleitenden Axen vollständig bestimmt, wenn sie für irgend einen 
Punkt der Curve gegeben sind: oder. mit anderen Worten. dass die beelei- 
tenden Axen zweier Curven von derselben speeilischen Gleichung. durch eine 
Drehung des ganzen Systems um den Anfangspunkt, im ganzen Verlaufe der 


Curven gleichzeitig zur Deckung gebracht werden können. 


$. 4 
* 4 - \ an 04 ys 6 > Y n K r z 
Jonstruction einer Uurve von gegebener specifischen Gleichung auf eine: 
gegebenen Fläche. 


Ist nur die specifische Gleichung einer Curve gegeben, also die ab- 
solute Lage des Gesammtsystems im Raume willkürlich, so lässt sich die noch 
unbestimmte Function s, welche in den Coordinatengleichungen 


€ = fuös; y = /mös: 3 = fmös 
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erscheint, unter Anderen dazu verwenden, dass die Curve in eine gegebene 
Fläche fällt. Legt man nämlich eine beliebige Tangente der Curve als Tan- 
oenle an die Fläche an in einem Punkte. wo weder eine Unstetiekeit noeh 
eine Krümmung = 0 vorkommt, so kann man die unendlich nahe Tangente 
längs der ersteren so weil hingleiten lassen, bis sie eleichfalls die Fläche 
berührt. Der Abstand beider Berührungspunkte ist dann das gesuchte Bogen- 
element ©s. Hierbei bleiben durch die freie Wahl des ersten Berührunes- 
punkis. ferner der Anfangsrichtung längs der Berührungsebene. und der 
Stellung des um die Tangente drehbaren begleitenden Axensvstems noch vier 
('onstanle zur Verfügung. deren eine demnach selbst nach bestimmter Inte- 
oralion der Dilferentialgleichung noch willkürlich ist. 

Die analvlische Ausführung redueirt sich auf eine Dilferentialgleichung 
ersier Ordnung. die für einige Flächen unabhängeie von der Curve integrabel 
ist. Sind p. ?,. p; die cos. der Richtungswinkel der Normale der Fläche. 


so hat man: 


a. pu= pm pm; 0, 
und kann daher selzen: 

pe + pıtı +Ppv% = sinh, 

pw+pw,+pw, —= cosh. 


Differentiirt man alle drei Gleichungen nach s, so kommt: 











 U=pu+pm-+ pw —= —r'cosh, 
28 Ä V=pr+ pe + Pr, = (h+%9')cosh, 
W=pw-+pw- pw, = —(hW+%9')sinh, 
woraus sich folgende Ausdrücke des Bogenelements ergeben: 
Br otcosh Vor Vor 
Os = EOT = — — m — m = — m u 
uyVv’+ W° Uyp®’+p”+p? — U’ 


! 


Hier sind p’, g. r. h. U, V, W Functionen von x, y, z und von bekannten 
unetionen von r, also, nach Elimination von y und z mittelst der Gleichung (27. 
und der Flächengleichung T, entwickelte Function von .r und r, und die Auf- 
gabe redueirt sich auf die Integration der Gleichung: 
02 = Tuot. 
Ist insbesondere eine Rotationsfläche gegeben. deren Gleichung sei 
y+z = 2yr, 
so erhält man nach zweimaliger Differentiation und Elimination von y und =: 





e vy’zzey2d1—u)gr—u’g”r ucr 
Cr —  — wa Be un Br. 
1—u’(1+g"r 1 — u‘ 








4 
ä 














4 
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Zur Vereinfachung setze man 
u 
r dyr mer y"r. 


dann ergiebt sich 
« ! UTOT 
or gr en 
(A u)» 
eine Gleichung. welche die fertige Integration für den Fall eines Rotalions- 
paraboloids enthält, indem hier 4 r constant ist. 
Die Gleichung jeder anderen Rotalionslläche zweiten Grades lässt sieh 


in der Form schreiben: 





y-2 ax. b. 
Selzt man nun 
: unver u 
00 er 3 8 a 
A u)yi (I--a)u l (I-+-a)u 
so eehen die drei vorigen Gleichungen über in 
r ab, 
or ot 
— ui; —=!r. 
vo co 
Das vollständige Integral der beiden letzten ist 
! - C e' a 0 | c e ra d, 
A ya(lce'**!- ce a 
und nach Einführung in die erste findet man: 
dacc, = —b. 
Setzt man. um dieser Relation zu genügen, 
./b 
C nu: C 4 ae 
2 | da 
so ergiebt sich 
r — ıyb(e'“°-+e ET, 
/b en ' 
= IWW „va0o__ —vaop\ ee 3 >. 
x a = rer € bu ( v f r » 
jirm Ya (A-+a)u 


Die aus der Flächengleichung und ihrer ersten Ableitung 
uyrwmz2 = aus, 
entwickelten Werthe der beiden anderen Coordinaten lauten: 


au u & u,r Au u, ur 
a E 
1—u yi—u’ 





1 y1— u’ 
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Für die Kugelfläche 


2 y ee c, 
Wo 
U mc = s ] : Ense () - W —— 0 


ist. geht unmittelbar aus der Gleichung (2S.) hervor: 


h+%3 = const.. ex.gr.—n 


“ 
Pr, 


und man hat: 


fa 


os = COTcos#. 
Ss. 4. 
Uonstante Drehung des begleitenden Axensystems um die Hauptnormale. 
Es mögen jelzt «, e, w, 4, r ihre Bedeutung in Bezug auf eine Curv: 
behalten. und die gleichnamigen Grössen in Bezug auf eine zweite Curve. 


aber für dieselbe Raumaxe durch den Index 1 unterschieden sein. Zwischen 
ihnen sollen die Relationen stattfinden: 


| 4 = ucosd —vsind, 
29.) cv, = asind-+vcosd, 
o, = mW, 


wo 0 eine Constanle bezeichnet. Dann erhält man durch Differentiation drei 
Gleichungen, deren letzte nur die beiden anderen bestätigt, und welche das 
von der Lage der Raumaxe völlig unabhängige Resultat liefern: 
(9 = Fcosd— sind, 
(30. 

| Ir, = sind-+rcosd, 
wo die willkürlichen consianten Incremente der vier Variabeln als selbsiver- 
ständlich weggelassen worden sind. Demzufolge ist es gestattet. die ange- 
nommenen Relationen (29.) als für jede Raumaxe gültig zu betrachten. so 
dass das begleitende Axensystem der zweiten Curve aus dem der ersten durch 
eine eonstante Drehung um die Haupinormale hervorgeht. 

(reomeltrisch lässt sich das Resultat foigendermassen ausdrücken: Be- 
irachlet man 9, r als ebene Coordinaten eines Punktes bezüglich auf die der 
Tangente und Binormale der ersten Curve parallelen Axen, und trifft bei der 
zweiten Curve die entsprechende Anordnung. so ist der Punkt (Ir) identisch 
im Raume mit dem Punkte (9, 7,). 











WW: 
a, 
b:; 


a 
“a 

€ 
2 
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Betrachtet man diesen Punkt als fest am begleitenden Axensysiem. so 
dass er nach seiner Erzeugung an dessen Bewegung theilnimmt. so beschreibt 
er eine bewegte Curve, welche die Torsionslinie heissen mag. Diese sowohl 
wie die absolut im Raume beschriebene Linie ist demnach beiden Curven 
semein; Ihre Lage zu den begleitenden Axen hingegen, mithin auch die speci- 
fische Gleichung. verschieden. 

Setzt man umgekehrt voraus, dass zwei Curven congruenlte Torsions- 
linien haben, so folgt zunächst, dass es eine dritte Curve giebt. welche mil 
der ersten eine gemeinsame specilische Gleichung hat, und mit der zweiten 
durch die Relationen (29.) verbunden ist. Die begleitenden Axen der ersten 
und dritten Curve lassen sich dann nach $.2 durch einmalige Drehung des 
sanzen Systems zur dauernden Deckung bringen. Das Ergebniss lautet: 

Zwei Curven von congruenlen Torsionslinien lassen sich stels so legen. 
dass in den entsprechenden Punkten ihre Hauptnormalen parallel werden. und 


ihre Tangenten constante Neigung gegen einander haben: und umgekehrt, 


$. 5. 
Eintheilung der Curven. 

In Folge des letzten Satzes bildet die Torsionslinie das umfassendere 
Merkmal zur Eintheilung der Curven. nachdem diese nach ihrer speeifischen 
Gleichung bereits zusammengefasst worden sind; und zwar hal diese neue 
Eintheilung besonders die Bedeutung. dass jede Speciallösung der Dilferential- 
sleichung (23.) das Anfangs gestellte Problem für alle Curven löst, welche 
durch dieselbe Torsionslinie charakterisirt sind. Vornehmlich in Rücksicht auf 
diejenigen Fälle. in denen sich die Lösungen entwickelt angeben lassen. und 
deren einige in der vorigen Abh. Abschn. IV. angeführt sind. kann man zu- 
nächst Curven von algebraischer und transcendenter Torsion unterscheiden. 
und unter den ersteren wiederum Curven von linearer, eyklischer, parabolischer. 
elliptischer und hyperbolischer Torsion als die einfachsten Fälle hervorheben. 

Die Curveif linearer Torsion enthalten alle ebenen Curven als speciellen 
Fall in sich. Lässt man nämlich die gerade Torsionslinie 

a; 2 
sich in ihrer Ebene drehen. so wird für « = 0 die Curve eben. Dem Werthe 


= 37 entspricht keine Curve: denn obgleich das begleitende Axensystem 


2 


existirt, giebt es doch keine Umhüllungslinie der Tangente, weil diese be- 
ständig parallel bleibt. Der Grund. warum eine Krümmung — 0 bei endlicher 


er 
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Torsion nieht vorkommen kann. liegt also nicht im Bereich der Theorie der 
Krümmungen, sondern der Bogen, in welcher letzteren allein Tangente und 
Binormale verschiedene Rollen haben. 


Die Differentialeleichunge (23.) hat hier constante Coelfficienten. und 
> bee] \ 





liefert daher unmittelbar die bereits aufgeführten Werthe. 

Die Curven evklischer Torsion haben die Eigenthümlichkeit, dass eine 
constante Drehung des begleitenden Axensystems um die Hauptnormale keine 
Aenderung hervorbringt. weil die specifische Gleichung dieselbe bleibt. Isı 


die Gleichung der Torsionslinie 
Fig, 
so Jautet Gleichung (23.) 


TER. 2ı c’p 
p +41- er =). 


Zu ihrer Lösung führt der Umstand, dass ein constantes © den Gleichun- 
ven (12.) genügt. Aus den so erhaltenen Werthen von «, e, w kann man 
dann umgekehrt gemäss den Relationen von $. 1 den folgenden Doppelwerth 
von p» finden: 














/ —- y e—T Vi+ce?2Ze \ 
u ly 1--c?arclg — — arcle —— - (ce —7) 
N 1: Er warn] e ( j Ver: ) 
-C 
Für u Torsion wird. wenn 
2,94 == r 
die speeifische Gleichung ist, die Differentialgleichung: 
T 2i 
[2 | 1 +1 
p rip -—)p = 
Ihr oenügt zuerst der Werth: 
7 12 : Bu 
1 u ei co@ 1 — w\$% 
p-= cı[ e  —- ) } 
u yo w 


0) 


aus dem dann nach der ng (24.) der ME 


Rn SE ee 00 ( a “4 ıT’ 2 


0 
hervorgeht. Den Werth der Constanten ce, welcher der Gleichung (26.) ge- 
nügt, findet man leicht, indem man =0 setzt. Da alsdann die Integrale in 
Gammafunetionen darstellbar sind, so ergiebt sich nach bekannten Formeln: 








er} Wo e—EH rt 
Ai 2] krı 
Ist für elliptische und hyperbolische Torsion die specifische Gleichung 
Fr | T- 


ai Dale 
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so lautet die Differentialgleichung : 


; ’#$ En I Te 
pP +4 (b 6, 1): u Er . u. 


In dem besonderen Falle «= —b kann man von der Gleichune der Torsions- 


linie in anderer Lage 
WE ame h; 


ausgehen, wo die Differentialgleichung, die alsdann lautet: 


hä) 0 


vielleicht eher Aussicht zur Lösung bietet. 


$. 6. 
Beliebige Drehung des begleitenden Axensystems. 
Um das Theorem $.4 zu verallgemeinern, seien stalt der Relationen (29 


die foleenden 


(* — au+bv-+cw. 
(31. °%, = aqu+bre+cw, 
vw, = au+btc+ 6%, 


sültig für jede Raumaxe, angenommen. wo die Coefficienten «a. b. ce, etc 
Functionen von 9 oder 7 allein seien. Differentiirt man sie. drückt dann 
1. %. w, in a, ce, w aus. und vergleicht die Coelficienten von «, x. w. so 
erhält man neun Gleichungen, deren sechs sich sogleich als Folge der drei 


übrigen erweisen. so dass nur die drei folgenden resultiren: 


409 = —-—Om + GOT, 
OT = 0a —coOr, 
a,0a+b,oöb+ec,0c = mOF-+b,0r, 
welche durch die Substitutionen 
a —= cosa sin, sin? —+ cos/,cosP, 
b = cose sin, cos — cos, sin), 
ce = sinesin/,., 
a, = cosa cosß,sin$— sin, cos, 
b, = cosacosP, cos --sin/?, sin /?. 
c, = sina@cos?,. 
a = —sinaesin/, 
b, = —sinacosP, 
© = (005@ 
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in ‚ie folgenden übergehen: 


94, +cosP,ca = ac# +ber-+ cop, 

32.) | f2 | . ) n rn f2 ny 
Ion -—-sinp, ca = 09I-+b,0T+c,0P, 

8. 08, — 4,09+b,öt+c,öß. 


Die letzte drückt die Bedingung aus. unter welcher die angenommenen Re- 
lationen möglich sind. Ist « constant. so erhält man: 


‘ eo > 


OH -+ On +0 = 0F+or +0? = 00. 
Zur geometrischen Darstellung des Resultats im letztgenannten Falle 
eonsiruire man eine Curve, welche durch die cos. der Richtungswinkel der 


Tangente 
cH# cT c3 
co" 00 ' co 
in Bezug auf die begleitenden Axen der ersten Curve und durch das Bogen- 
element ©o bestimmt ist. Die entsprechende Anordnung in Bezug auf die 
weite Curve führt absolut im Raume auf dieselbe Curve. wofern nur der 
willkürliche Anfang übereinstimmend angenommen wird. Die Coordinate in 
Bezug auf jede beliebige Raumaxe. auf welche sich auch die Grössen «, r. 


r, ele. zu beziehen haben. ist 


7 / ao$+rotT+twoß) = / uch, +rer+w0oh). 


Projieirt man nun die gemeinsame Curve auf die successiven reclifi- 


q 


eirenden Ebenen beider Ureurven. so erhält man auf denselben zwei stelige 
Reihen ebener Curven. welche einzeln von den Torsionslinien der Ureurven 
eingehüllt werden. indem sie in dem jeder rectilieirenden Ebene entsprechen- 
den Punkte eine gemeinsame Tangente haben: sowie umgekehrt die gemeinsame 
Curve die Schnitte der auf den beiden Torsionslinien als Leitlinien senkrech! 
zu den rectifieirenden Ebenen errichteten Cylinderflächen einhüllt. 


‘. 


w/Z 


Begleitende Curven. 

\on den zwei betrachteten Ureurven heisse die eine begleitende Curt: 
der anderen. wenn zwischen den Coordinaten ihrer entsprechenden Punkte eine 
(rleichung der Form besteht: 

x = r—-Pu+0r-+Rv, 


gültig für jede Raumaxe. wo P, Q. R nur von 3 oder r und von s abhangen. 
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so dass die Ausdrücke von y, und z, dieselben Coeffieienten haben. Die Be- 
dingung lässt sich, wenn man ©s als gegeben betrachtet. leichter erfüllen. in- 
dem man «, e, w in %,. ©,. @, ausdrückt und schreibt: 
ct = rpm + go, trWw,. 
Dies differentiirt giebt: 
«os = (am ta rı + w,)Os 
= u(ös +06p—rör)+v,(ög+ro9,)+ w,(ör+por —g6H, 


woraus die drei Gleichungen hervorgehen: 


aoös = Os +0p—-rör,. 
a0s = ög+r09,. 
08 = or+pon—g0H,. 


Da a. a,. a, vom Bogenelement unabhängige sind. so erkennt man zu- 
nächst. dass s,. p, g, r nur in linearer Form von s abhangen, im Uebrigen 
aber nur Funclionen von 9 oder r enthalten dürfen. Von diesen vier \Va- 
riabeln lässt sich eine als willkürlich betrachten. und zwar wählen wir die 
Grösse q, weil sich aus ihr die übrigen ohne neue Integration ergeben. Die 
allgemeinste Gleichung einer begleitenden Curve lautet alsdann: 


ch, _ a,0s 2 a,08 - og dc S- ri 4 
LI; _ I— re u Re M, B 4 © — ua; U,» 
oT, oT, ( U ‘ u 





und ihr Bogen ist 
/ « a,0os u og « ch, — ,c s ( d,o8s ogq | 
a tt 1), 


Os —. — OT, - —o 4 
. ou oT, oT, cu r 

woraus sich dann durch Differenliation nach 7, und 9, der Krümmungsradius und 

der reeiproke Werth der Torsion ergeben. Mittelst der Gleichungen (31.). (32. 


hat man #,. ©. 2%. ©9,. ©r, in Elementen der Curve s auszudrücken 


Beispiele. 

Specialisirt man die willkürlichen Funelionen e, /, q, so entsprechen 
die einfachsten Werthe bekannten Abhängigkeitsarten der Curven, welche dem- 
nach sämmtlich nebst manchen anderen ihre gemeinsame Theorie in den 
Gleichungen (31.),. (32.) ete. so weit erledigt finden, als sie durch die ent- 
wickelten Ausdrücke der hier betrachteten Stücke allein bedingt ist. 

l. Für e=0; A=Pı; g=esind werden beide Curven parallel. « 


ihr constanter Abstand. 
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2. Für e=n; P+P,=—Ia: qg=0 wird die Curve s, die Einhüllende 
der Pollinien der Curve s. 

3. Die inverse Abhängigkeitsart giebt für dieselben «, 9, P, die An- 
nahme: 





+22 „a 


ort” 


q = —cos ıfeos Tos— sin ıfsin TOSs. 


I. Setzt man statt dessen g+s=0, so werden beide Curven Evo- 


woraus: 


luten einer und derselben dritten Curve. und zwar solche. dass der (unter 
allen Umständen constante) Winkel zwischen ihren Tangenten ein rechter is! 
>. Setzt man 


so wird für 
a=4n; P=ei—iIn A=—In; g=—ssini 
die Curve s, die Evolvente. und 

6. für 

a=4n; P=ein; A=tn-I; g=0 
die Evolute der Curve s. 
°. für 
e=3an; P=i—IiIn P=0; g=0 
die Gratlinie ihrer rectifieirenden Fläche, d. i. derjenigen abwickelbaren Fläche. 
welche die Durchschnittslinie der successiven rectifieirenden Ebenen beschreibt. 
S. Die inverse Abhängigkeitsart erhält man für 
e=—4In; P=0; A=t—in; = —foost ös. 

Diese Beispiele lassen sich leicht verallgemeinern,. indem man zu ? 
oder , eine Constante hinzufügt. d. h. eine gleichzeitige Drehung um die 
Hauptnormale bewirkt. Insbesondere werden dadurch die vier letzten Abhän- 
siekeitsarten paarweise unler eine subsumirt. 

Ich schliesse hieran einige allgemeinere Fragen an. Um aus den 
Gleichungen von $. 7 Resultate abzuleiten, die, wie die genannten Beispiele. 
auf jede Ureurve anwendbar sind, müssen «, ?, /, als Functionen der unab- 
hängigen Variabeln $, 7 bestimmt werden, mithin der Ausdruck (33.) von 
0, in Bezug auf letztere ein Differential sein. Man kann nun die drei Dif- 
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ferentialgleichungen in folgende einfachere zerlegen: 


cp = 09sinP-+Örecos), 
Dg = Ö0Fcosp— Örsin?, 
0, = —Öpsina-+ößPcose, 
Op, = Opeosa-+cpsine, 
On; = oq—o0o, 


wo Pi» 9 die entsprechende Bedeutung haben. Jetzt ist es leicht 3 und o 
so zu bestimmen, dass p Function von 9 und 7, /, Funetion von p und 7 
wird. und so eine, wenn gleich nicht die allgemeinste. Lösung zu gewinnen. 

Eine weitere Frage ist: Wann sind auch 9, und 7, Funelionen von 


4 


3 und 7? Schreibt man die Gleichungen (32.) wie folet: 
09, =mod-+noür: Om =möI$-+m Or, 
so findet man mit Anwendung der Gleichung (33.): 


Bl ie on, om, 
— snesın?,; —- — —— = sına cos, . 
ou ort j 


on om 
oF oT 





Demnach ist der in $. 4 betrachtete Fall sin« =0 der einzige. in welchem 
zwei primilive Gleichungen zwischen den vier Variabeln exisliren. 

Ferner wollen wir fragen: Unter welchen Bedingungen können die 
begleitenden Axen beider Curven ein unveränderliches System bilden? Setzt 
man a, 9, /P, eonslant,. so erhält man entweder sine = 0 oder 

e9sinP+ÖörcosP=0: 09,sin?, +or,cosp, =. 
Der erste Fall ist schon bekannt; der zweite enthält eine neue Eigenschaft 
der Curven von linearer Torsion,. nämlich folgende: 

Je zwei Cureen von linearer Torsion lassen sich durch blosse Drehung 
um zwei beliebige entsprechende Hauptnormalen in eine solche Lage bringen. 
dass ihre begleitenden Axen sämmtlich constante Winkel mit einander bilden. 
Umgekehrt folgt aus der Unveränderlichkeit dieser Winkel, dass die Torsion 


beider Curven linear ist, ausgenommen, wenn ihre Hauptnormalen parallel sind. 


$. 9. 
Relative Torsionslinie. 
Die Gleichungen (31.) lassen sich für constante Coefficienten erfüllen, 
wenn man ihre Gültigkeit auf eine bestimmte Raumaxe beschränkt. Alsdann 


werden natürlich 9, und 7, abhängig von «, ev, w. Die Differentiation ergiebt 
18 
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nur zwei unabhängige Gleichungen, nämlich: 
w,or, = w(a0r—bO9)+c(vo4—uör), 
0,09, = w(aor—b,09)+c,(e0$—uor). 


Vergleicht man die Coefflieienten von «, e, w und setzi 


O+3I = ad, +aT,. 
\ FERNE A 
B N | fi I 7 — bY, u | b, T, 
«)r. 
A = 69, +&tr,. 
—41, —= WI +-b;t, 
so erhält man: 
vw 090 =u04:;: w01=004;; v0 04 =wod, 
oder 
oO:CT:EA = u:v:Ww. 


Sind nun @, 7, / in Bezug auf die begleitenden Axen der Curv: 
die Coordinaten eines Punkts. der nach seiner Erzeugung an der Bewegung 
des begleitenden Axensystems theilnimmt, so beschreibt derselbe &@ine be- 
weote Curve, deren Bogen = > sei. 

Die erste Eigenschaft dieser Curve ist. dass ihre Tangente beständie 
die Richtung der Raumaxe hat. 

Ferner wird sie gemäss den Gleichungen (34.) identisch mit dei 
Torsionslinie der Curve s,. wenn man den Anfangspunkt der ©, 7, 1 in den 
Punkt (97) verlegt. und identisch mit der Torsionslinie der Curve s. wenn 
man 9, 7, 4 in enlgegengeselzten Richtungen vom Punkte (9,7,) an rechne! 
Man kann sie demnach die relative Torsionslinie beider Gurven nennen. 

Wir denken sie als eine bewegte Curve derart, dass jeder ihrer Punkte 
bei seiner Erzeugung in den gleichzeitigen Punkt (9,r,) fällt, von da an aber 
an der. Bewegung eines Axensysliems theilnimmt, welches die Richtungen des 
begleitenden Axensystems der Curve s und den Anfangspunkt (97) hat. Sind 
o und 6, die Bogen der beiden Torsionslinien. und bezeichnen die Accente 
die Dilferentialion nach dem zugehörigen Bogen, so ist 


3) Gen Fer Sen 


Seien ferner «, @,. 9 die Winkel, welche die Tangenten von o und o, ein- 


zein mit der Tangente von I, und unter einander bilden: dann ist 


' ’ ’ ' 
c0osa = u +- AM», I Tr 


. 


. ! 


cost =u dh -vT, 


cos = (a +br')+T (a9 +brT). 


\ 
” 
” 
Ei 
1,1 
© 
? 
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"daher nach den Gleichungen (34.) und (35. 
cosaoö8 = F00-+ToT 
(las, - da, Tı) 00, Hi 0) ( b4, bit, 00, ik O) 


c08s 700, —08, 


084,00, = WO, -+PET, 
/ Fg FT 3: / « / Y rs N « 
(a9 +bT +cI)04, +9 +b,T’ + S)oOr, 
3 (GOE+900)+T (TO +T60)+AM"O8 


02--C08and, 


Diesen zwei Gleichungen zufolge lässt sich aus den Seiten ©0,. ©6, © ein 
Dreieck bilden, dessen enisprechende Winkel z— eo, o,. % sind. und da die 
Bosenelemente in ihrer natürlichen Lage dieselben Winkel einschliessen.. die 
Endpunkte von ©o, und ON auch zusammenfallen. so entsteht das Dreieck 
durch blosse parallele Verschiebung von ©0. Hieraus folgt zunächst: 


> 


a = dtp, 
00,:00:02 = sine : sine, : sin). 


Aus den cos. der Richtungswinkel der Tangenten von EZ und 0. näm- 
lich #. ®, ww einerseils und 9, 7, O andererseits. ergeben sich ferner folgende 


Werihe für die der Normale der Dreiecksebene: 


ut Tora vu — ur 
sin” sin sına 
oder nach den Gleichungen (12.): 
I ou I © I ow 








sin« 06° sin« 60°’ sin« do’ 
das sind die der Hauptnormale der relativen Torsionslinie. Zugleich muss 


der Krümmungsradius der letzteren 





1 0% sın $ 
siına 006 sin@sine, 


sein. Die Dreiecksebene ist also die rectificeirende Ebene der relativen Tor- 
sionslinie. 

Die cos. der Richtungswinkel der Binormale. insofern diese in dieser 
Ebene liegt. und von der Tangente des Bogens © um «+47 absteht,. haben 
demnach folgende Werthe: 


F' — uc0sa T’—vcos@ 
by) 








. . mweola. 


sin & sin & 


Aus dem letzten ergiebt sich folgender Ausdruck der Torsion: 
18 * 
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c(wceota@) . co 
z sınd Sr 
ow Us 








| Ocos@ \ 06 
— (cose+tw- 


sin aow/ ON 





mw auc#tedorN\ 06 
— ( c0sa + —— no 
sın ’@ ow 


> (cos 2 - 
" sın & om u 


vw TU’ \ 06 
— ( 0084 + ——  )—: 
sn a U/ 02 


Demnach sind die Werthe des Krümmunes- und Torsionswinkels: 


/sin ; fe 0! }: wor 
sNnao6. a A 
r I sma U 


Obgleich die vorstehenden Rechnungen nur auf einer Lagenbestimmung 


028 


u 


o v9 — ur =; 00 





durch eine einzige Raumaxe basiren. so ist doch die gegenseitige Lage der 
begleitenden Axensysteme der Curven s und s, bis auf eine Constanle be- 
stimmt. und lässt sich sehr einfach darstellen. Bezeichnet man durch die oberen 
Indices 3 und 2 die Grössenwerlhe, welche sich auf die beiden anderen recht- 
winkligen Raumaxen beziehen, und durch U,. I,. W, und U,. F;. W; die 


(1) 


durch Substitution von a, ce, we’ und a”, ce), w* für «, e, w veränderten 


\Werthe von #,. ©. ,. SO muss sein 


() r ur (2) E z 

u = Ueospy— U;sing: uw = U,sing+ U;cosy. 
(1) e Fi (2) r . ' r 

vo = Freosy— Fasiny; ve = Visinpg+ Vrcosy. 
(1) r ° (2) r . r 

co, = Weosyg— W;sing; w, = W,sing-+ W;ecosy, 


wo g eine unbekannte Variable bezeichnet. Differentiirt man die Gleichungen 
“ 1) (2) ER . b- ö 
für @, und », . und eliminirt ©r,,. so gehen alle auf die zwei neuen Raum 


axen bezüglichen Grössen von selbst weg, und man behält bloss: 





vwoyp = —u(m0OI+b,OT). 
woraus: 
‚ oJ oJ ’ 
EM FREE: any 
oy= —-= u 
/ Io ID 


Um also die Lage des begleitenden Axensvstems der Curve s, zu er- 
halten. brancht man nur ein rechtwinkliges Axensystem. welches die durch 
die Gleichung (31.) ausgedrückte unveränderliche Lage gegen die begleiten- 


Jen Axen der Curve s hat. um die erste Raumaxe zu drehen. und zwar is! 


der Drehungswinkel 
= Z-consl., 


nach welcher Seite hin? ersieht man am besten aus den Formeln. 
Berlin, den 19. September 1863. 


mm DEE UNE  — | 
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Sur les hyperboloides de rotation qui passent par 
une eubique gauche donnee. 


(Par M. L. Cremona & Bologne.) 





sine par rappeler quelques proprietes des coniques planes. 

I. Si plusieurs coniques se louchent mutuellement en deux points fixes. 
l'involution formee par les couples de points communs aux coniques el A une 
transversale arbilraire. a un point double sur la corde de eonlact; car celle-ei 
complee deux fois represenle une conique (du systeme) tangente a la trans- 
versale. D’ou il suit que: 

„Si l’on cherche une conique passant par deux points donnes s’, 5” el 
„ayant un double contact avee une conique donnee C, la corde de conlae! 
„passera par Fun ou par l'autre des points doubles a, & de linvolution deter- 
„mine par les couples s’s’, UT: ou 77” sont les points communs ä la conique 
„C et a la droite s’s”.” 

2. Ges points doubles sont imaginaires seulement dans le cas que. 
les points s’s’, /T” etant tous reels, les segments s’s”, 77T’ empieten! en parlie 
"un sur laulre: c’est-a-dire dans le cas que des deux points s’s’ Fun soil 
interieur et l’autre exterieur a la conique C, supposce reelle. 

3. Si la conique cherchce doit eonlenir un troisieme point s, menons 
qui renconire Ü en mm”, et cherchons les points doubles b, 5 de linvo- 
Done cette 


A 
Ar 
lution (ss, mm); la corde de contact passera par b ou par 2. 


corde sera l’une des qualre droites ab, a, ap, ob. Si ab, «5 s'entreeoupen! 
en ce, et ap, eb en y, il est evident que e, y sont les points doubles de 


involution determinde par ss’ et par les points nn’, ou Ü est rencontrce par 


la droite ss’. 
„Ainsi, si l’on cherche a decrire une conique qui passe par Lrois points 


„donnes ss’s” el qui soit doublement langente a une conique donnee U, le 


„probleme admet quatre solutions. Les qualre cordes de contact forment un 


„quadrilatere complet, dont les diagonales sont les droites s’s’, ss, ss‘. 
les points ss’s’ sont tous reels. 
On 


4. 1 est d’ailleurs evident que, si 
les quatre cordes de contact sont toutes reelles, ou toutes imaginaires. 
obtient le premier cas, si la conique C est imaginaire (bien entendu quelle 














42 Cremona, sur les hyperbol. de rot. qui passent par une enbique gauche donnee. 


soil loujours linterseetion d’une surface reelle du second ordre par un plan 
ee). ou bien si les points ss’s’ sont lous inlerieurs ou tous exlerieurs a la 
eonique C supposee reelle (2.). 

5. 8i les points s’s” sont imaginaires (conjugues). et s reel (la conigqu: 

‘' elant reelle ou imaginaire). les points b/Yey seront aussi imaginaires: b conjuguc 
y. et ea pP. Done il y aura deux cordes reelles seulement, by et ep. 

6. I est superflu d’ajouter que les coniques correspondantes Aa des 
cordes reelles sont toujours reelles,. encore que la conigque donnde Ü soil 
imaginaire. Le pöle d’une droite reelle par rapport a une conique imaginaire 
est rcel: done le probieme revient a deerire une conique par {rois points 
donnes (dont Fun au moins soit reel, les deux aulres &lant imaginaires con- 
iugues). de maniere quune droite donnee (reelle) ait son pöle en un poin! 
ionne (reel). 

7. Si les deux points s’s’ appartiennen! a la conique donnee €, le 
vrobleme admel une solution unique, c’est-ä-dire une eonique langenle a ( 
ns. 8, el passant par s. 

S. Si les deux points s’s’ sont infiniment voisins sur une droite 
\onnee 8, c’est-ä-dire si la conique cherchee, par-dessus le donble contae! 
vec €, doit etre langente a S en s' et passer par s, la corde de contact 
passera par le point a conjugue harmonique (sur S) de s’ par rapport a 0: 
ot de plus elle passera par Yun des points e, y doubles dans linvolution de- 
Iermince par la couple ss‘ avec les points oü la conique Ü est renconlree par 
in droite ss. Done le probleme admet deux solutions. correspondantes aux 
eordes ac, ay. 

9.  Supposons enfin que les trois points sss’ soienl infiniment proches 
dans une conique donnce Z, c’est-a-dire que Von cherche une conique qui. 
par-dessus le double conlacl avec Ü, soit osculalrice a une aulre conique 
donnee Z en un point donne s. Soit S la droite tangente a Z en s: et soil 
« je point de S qui est conjugue harmonique de s par rapport a ©. Ona 
deja vu (S.) que, si une conique doit toucher S en s el avoir un double 

eoniact avec C, la corde de contact passe par a. Observons de plus que. si 
Ion mene par a deux secantes arbitraires, les quatre points ou ces droites 
rencontrent € apparliennent a une conique louchee par S en s. Mais, si on 
veul que cette conique soil osculee par Z en s, les secantes cessent d’cıre 
toutes les deux arbitraires: plutöt. chacune d’elles determine Tautre. si bien 


qu elles. en variant ensemble. engendreront un faisceau en involution. Evi- 
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demment la droite S est un rayon double de ce faisceau (et la conique cor- 
respondante est la meme droite S, complee deux fois): done l’aulre ravon 
double sera la corde de contact de Ü avec la conique (unique) qui oseule Z 
en s et a un double contact avec (. 

10. Ces proprieles ont une application immediate & la recherche des 
surfaces du second degr&e (hyperboloides) de rolalion, passant par une eubique 


veauche donnee. 
rm \ fan \ ! RE _ . 
Foute surface du second degre passant par la eubique auch: 


coupee par le plan a linfini suivant une conique cireonserile A un Irinngle 


fixe, dont les sommets ss’s’ sont les points a linfini de la eubiqne; et reeip 
quement toule conique passanl par ss’s’ est la lrace a linfini d’une surfa 
du second degre qui contient la eubique gauche. 

Si la surface du second deere doit eire de rotalion. sa Irace A linfini 


1*® 
11} 


aura un double eoniacl avee le cerele imaoinaire Ü. interseetlion d'une spher 


arbitraire par le plan & Finfini; et la corde de contact sera la trace des plans 
(eyeliques) des cercles paralleles. Ainsi la recherche des surfaces du second 
degre de rotalion, passant par la ceubique gauche. est reduite A la determination 
des coniques circonserites au Iriangle ss’s’ et doublement tangentes au cereh 
imaginaire Ü. 

I1. Si la cubique gauche a trois asymplotes reelles et distineles (hnper- 


hole gauche), les points ss’s’ sont eux-memes reels et distinels; done 2.4 


Par Ühuperbole gauche passent aualre kyperboloides (r&els) de rotation 

{ G / / ! 
Si par un point arbitraire de Tespace on mene sir droites (perpen- 
Jroiles 


ar, ’o 


dieulaires deux a deux) bissectrices des angles des asymptotes, © 
(aretes d’un angle tetraedre complet,. dont chacun plan diagonal es! 


parallele 
a deux asymploles) sont siluees, trois a lrois, dans quatre plans qui vepre- 
sentent les directions des seclions circulaires des quatre hyperboloides «di 
rotation. 

12. Si deux asymplotes coincident en se r&eduisanl A une droite unique 
S a linfini (c’est le cas de !hyperbole paraboligue gauche). aussi deux points 
‘Ss. 


ss‘ se reduisent aA un seul point s’ sur S. Done 

Par Uhyperbole parabolique gauche passen! deux hyperboloides (vcels) 
de rotation. Les plans eycliques de ces surfaces sont tous paralleles a um 
meme droile situee dans la direction des plans asymptoliques (langen!s 
eubique a linfini) et perpendieulaire a la direction du ceylindre hyperboligqne 


qui passe par la courbe. Ces memes plans eyeliques sont en oulre respeectire- 


A la 
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ment parallecles a deux droites perpendiculaires, dont les directions divisent en 


parties egales Uangle des deux cylindres, parabolique et hyperbolique, passant 
par la courbe. 
13. Si la cubique gauche a une seule asymptote reelle (ellipse gauche). 


(3 
Such 


deux points s’s’ deviennent imaginaires (conjugues); done (3.): 

Par Cellipse gauche passent deux hyperboloides (rcels) de rotation (les 
deux aulres elant imaginaires). 

lci les directions des sections eirculaires sont delerminees, comme pour 
Ihyperbole gauche (11.). par les faces d’un telraedre complet qui, dans le 
cas acltuel. n’a que deux arctes rcelles perpendiculaires et deux faces reelles 
passant par lune des aretes susdites. 

I4. Si l'ellipse gauche a deux points sur le cerele imaginaire a lin- 
lini (7.). on a Ja propriele suivanle: 

Si les surfaces du second degr& passant par la cubique gauche ont une 
serie commune de plans eycliques, il n’y en a quune seule qui soit de rotation. 

15. Si la cubique gauche est osculee par le plan a linfini (parabole 
gauche), les coniques, suivant les quelles ce plan coupe les surfaces du second 
degre passant par la courbe, s’osculent entr’elles en un meme point. qui ap- 
parlient a la cubique, et en ce point elles ont pour tangente commune la droite 
tangente a la courbe gauche. Parmi ces surfaces considerons celles. en nombre 
infini,. qui ont un axe prineipal parallele a la direction des plans asymplo- 
!iques el perpendieulaire a la direction du eylindre qui passe par la courbe (9.). 
En concevanl ces axes Iransporles parallelement a eux-memes et reunis en- 
semble, si bien quon aura un seul axe, les couples de plans evcliques passanl 
par cet axe et correspondans aux surfaces individuelles formeront un faisceau 
en involulion: dont un plan double est asymptolique A la ceubique. Lautre 
plan double de Finvolution representera la direction des sections eirculaires de 
/hyperboloide (unique) de rotation, passant par la parabole gauche. 


Boloone. octobre 1863. 
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Ueber die Bewegung der Electriceität ın Leitern, 

mit Bezugnahme auf dıe Abhandlung des Herrn 

@G. Roch: Anwendung der Potentialausdrücke auf 

die Theorie der molekularphysikalischen Fernewir- 

kungen und der Bewegung der Electricität in Leitern 
im 61°” Bande dieses Journals pag. 283. 


» 


(Von Herrn J. Weingarten.) 


In 61°" Bande dieses Journals pag. 305 ist für die Bewegung der 
Kleetrieität in Leitern ein Gleichungssystem entwickelt. welches der Berich- 
tigung bedarf. 

Bekanntlich hat Kirchhoff im 102 Bande von Poggendorffs Annalen 
pag. 531 die Gleichungen für die Componenten #, vo, w» der Stromdichtigkeiten 


der im Innern ruhender Leiter bewegten Electrieität in folgender Form ge- 























geben: 
; o2 4 cU 
we 2k(- Fr — — ). 
or c ot 
al, 4 of 
0 = alt ar), 
oy E > 32 de 
o2 4 0W 
e = — 2k( ae ): 
[ 0% © ; 
ou . 00, &w de 
.——t- = — in 
or 0y 03 0 
nebst der Bedingung: 
n | Ä oe 
NCOSA+PFCOSuU +wcosv = —3 Kor 
in denen 





Bi (fe da’ dy'dz' IE- 


das Potential der gesammten freien Electrieität des Leiters zur Zeit f; U, V, 
W aber die Integrale: 
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bedeuten. Die Integralionen erstrecken sich über das ganze Volumen des 
betrachteten Leiters. und es bezeichnet in ihnen dr das Volumenelement 
de’ dy' ds’, während ein unbestimmtes Element der begerenzenden Oberfläche 
durch do bezeichnet ist. Die letzte der Gleichungen (1.) bezieht sich auf jeden 
Punkt dieser Oberfläche, und die in ihr enthaltenen Winkel sind die. welche 
die nach Innen gerichtete Normale mit den Axen bildet. 

Kirchhoff selbst hat in der genannten Abhandlung den Weg angegeben. 
auf welchem man aus diesen Gleichungen zur Bildung von Differentialgleichun- 
sen gelangt. welchen die durch die Gleichungen (1.) bestimmten Functionen 
u, c, w, & im ganzen Innern des Leiters zu genügen haben. Es ist nur die 
Methode der theilweisen Integration, welche Kirchhoff zur Transformation der 
Summe 4 er Bi angewandt hat. auch auf jedes der Integrale U, I. 


W zu übertragen. Bemerkt man, dass z. B. U sofort in die Form 





rät, nf ou’ or' cw' 
N u » ee 
— a \ Er Te Ta 
P r OX O Y o3' 


oebracht werden kann. und wendet auf das erste Integral die bekannte Zu- 





rückführune an. durch welche dasselbe in ein über die beerenzende Ober- 


läche zu erstreckendes Inlteeral übereehtl. so erhält man: 


e > a ; ’ ., ’ , ' NR h 
L oe -$ a (a COSA -+v COStt WW COSYV } do 


1w 7 
c— ı [ ou’ or ou u 
/ ——(-—;,+--+ = ae +/ — dr, 
N r \7 ox oy 0%  e . 


“ 


oder mit Hülfe der zwei letzten der Gleichungen (1.) 


ce c— x "0. x ni 
U=-3 — ——do+ : ——dr+ Ed. 
5 ol r r 
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Bezeichnet man durch & das halbe Potential zweiter Gattung ( Lame lecons 


sur Ja theorie mathematique de lelastieile des corps solides pag. 71. 


D ı | ferdı -fe'rdo| i 


so lassen sich die U, Y, W in die Form: 


o’$ / w 

ET N 
oxot r , 
o’» rt 

EN 
oyol a f 
o’D nm 

WW = — +f dı 
oOzrol r 


bringen. in denen $ der Gleichung 


oe 2 «D | o’D 


— — un m -_ 


u () 
or oy 03° 


genügt. Durch Substitution dieser Werthe gehen die Gleichungen (1.) in die 


folgenden über: 





- nz3 4 >(D 4 1 4 s > 
6 O».% ( Oo 
[2 = ak | u ur a De : Zu di | 
. COX c oxol Br ": ER 
O0 4 DD 4 4 nu 
‚ os ( ot 
Loy e oyot C r of 
- )O 4 »(D 4 4 e “ . 
Oos ( ou 
m == 2; —— u En Ge > “re x E dı |. 
. 02 c 030t u. r ol $ 





Bildet man aus der ersten dieser Gleichungen 


und bemerkt, dass: 


1 ou ou 
A2=-—Ane, IJIpP=l, al nn dt = —4n a 
- . i P oO © 


so folgt: 
Be = —2k| — An k. | = or _16n ou |} 


en r \ Oo u y ee © 
0x e 920 0" ol 


Mit Hülfe der von Kirchhoff a. a. ©. p. 533 gegebenen Gleichung 


4 02 1 DE 
— — gr SE u a SITE 
e 8 2k ot 


2 ER SEEN 0’ m au 
erhält man hieraus durch Elimination von das die Electricitätsbewegung 





charakterisirende Gleichungssystem: 


19 * 
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welchen die Oberflächenbedingung 
| oe 
UCOSA-+H-rVCOSU + WCOSY = 1 eu 
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hinzuzufügen ist. 

Macht man die Voraussetzung, dass wude+rdy- wdz zu jeder Zeit 
ein vollständiges Differential sei. und bezeichnet die dieser Bedingung ent- 
sprechenden Stromdichtigkeiten durch u, v, w. so genügen dieselben, wie man 


sofort erkennt, auch den pag. 305 des 61" Bandes dieses Journals gegebenen. 














daselbst mit (2.) und (3.) bezeichneten Gleichungen 
1 9, 9 u 
-— Ju = —2k— +8h—, 
4 OX u 
l ur DR ae 
\_ — MW = -?k—+rh — , 
in | An oy ol 
(3.) ' n 4 
‘ 08 | 6 ow 
— —0 = —R?k—-+2h—. 
4rı 0% Oo 
ou , ow ‚ 08 
D2 ET Der 
4k 


in welchen h= a Allein es ist unrichtig, diese Gleichungen. wie am an- 
veführten Orte geschehen ist, als die Differentialgleichungen der dort als 
longitudinal bezeichneten Bewegungen anzusehen. Denn vier Functionen ı. 
v. w. &, Welche diesen Gleichungen Genüge leisten, stellen nicht die Strom- 
diehtigkeiten und die Dichtigkeit der freien Electrieität einer möglichen Be- 
wegung der Electrieität dar. wenn sie nicht ausserdem noch die Bedingung 
erfüllen, dass ude-+vdy--wdz zu jeder Zeit ein vollständiges Differential sei. 
Aber selbst in diesem Falle ist diese Möglichkeit nicht eine Folge der vom 
Verfasser aufgestellten Gleichungen, sondern eine Folge des Umstandes, dass 
alsdann die Grössen ı, v. w auch den Gleichungen (2.) genügen, welche der 
Verfasser nicht gegeben hat. Die Gleichungen (3.) haben nur die Eigenschaft. 


welche unzähligen anderen Gleichungen ebenfalls zukommt, dass nämlich eine 





PRO e 
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bestimmte Classe ihrer Integrale auch den Gleichungen (2.) als Interrale an- 
vehört. eine Eigenschaft, die nicht dazu berechtigt. sie mit der Electricitäts- 
theorie in Zusammenhang zu bringen. 

Die Gleichungen (2.) sind die Differentialgleichungen, welchen. den von 
Kirchhoff gegebenen Grundgleichungen gemäss, die Grössen «, v, w, e in 
jedem Punkte im Innern des Leiters zu genügen haben. Aber selbst mit der 
richtigen Aufstellung partieller Differentialgleichungen ist bei mathemalisch 
physikalischen Fragen Nichts geleistet, sofern nicht die an der Grenze stalt- 
findenden Bedingungen berücksichtigt werden, welche zur definitiven Bestim- 
mung der den partiellen Differentialgleichungen unterworfenen Grössen dienen 
In Bezug auf diese giebt der Verfasser keine Andeutuneen. Die Gleichun- 
ven (2.) enthalten keine Beziehung mehr zu der Form des betrachteten Leiters. 
Bei der Anwendung auf ein bestimmtes Problem ist es daher nothwendie. die 
Integrale der Gleichungen (2.) so zu bestimmen, dass die Kirchhoffschen 
Grundgleichungen (1.) von ihnen verificirt werden, die allein alle zur Lösung 
nothwendigen Bedingungen enthalten. Zur Ermittelung derjenigen Eigen- 
schaften. welche den Integralen der Gleichungen (2.) zukommen müssen. da- 
mit sie einer vorgelegten Aufgabe entsprechen. hat man folgenden Wee ein- 
zuschlagen. 

Man multiplieire die im ganzen Innern des Leiters erfüllten Gleichungen 2.) 
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 . in i 
nn EZ Ay ——— , wo &, y', 3 die Coordinaten eines 
- Ye-N+y-N’+ß— 7) 
beliebigen Punktes im Innern bedeuten, und integrire über das ganze Volumen 
des betrachteten Leiters. Transformirt man die so erhaltenen. von Null nicht 
verschiedenen Integrale durch partielle Integration oder mit Hülfe des Green- 


schen Salzes. unter Rücksicht auf die Gleichuneen: 





ou , 00, &w ı Ö8 
r t- — — — I — 5 m 
0 u 0% 2 0 
u ‚ ce 
WCOSATOCOSUTWCOSV = — ya 
MR 


rückwärts, so wird man, wie leicht zu schen, zu Gleichungen für die Werthe 
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von x, v, w im Punkte (z,y,z') gelangen, die sich von den Kirchhoffschen 
Grundgleichungen um Integrale unterscheiden, die durch die Oberfläche des 
Leiters zu erstrecken sind. und daher nur die in dieser Oberfläche stattfin- 
denden Werthe von x, vr, w, & enthalten. Zur Zurückführung auf die Kirch- 
hoffschen Gleichungen ist also für die zu suchenden Grössen av. e, w, & die 
Bedingung nothwendig, dass ihre für die Oberfläche gültigen Werthe diese 
Integrale zu jeder Zeit zum Verschwinden bringen. Diese Bedingungen. deren 
Reduction. wenigstens für den ersten Anblick. nicht einfach ist. beschränken 
den Vortheil. welcher in der Verwandlung der Grundeleichungen in parlielle 
Differentialgleichungen zu liegen scheint, wesentlich. 

Durch den ersten, allgemein gehaltenen Theil der in Rede stehenden 
Abhandlung ist die Entwickelung der Differentialgleichungen (3.) in Zusammen- 
hang gebracht worden mit der bekannten Zerlegung eines Systems dreier 
stetigen Funclionen vw, e, w des Orts (x, y, 2). welche ihre Entstehung der 
Theorie der Elastieität verdankt. (Lame, a. a. O. pag. 149; Stokes, dynamical 
theorv of diffraclion, Transactions of the Cambridge phil. soc. vol. 9). Dieser 
Zerlegung hat der Verfasser unter der Vorausselzung, dass v, ®, w die im 
Punkt (x, y, =) zur Zeit £ statllindenden Geschwindigkeitscomponenten für das 
alsdann daselbst befindliche Theilchen einer in Bewegung begriffenen Masse 
bezeichnen, eine andere als analytische Bedeutung beigelegt, wenn er a. a. ©. 
pag. 292 behauptet „dass der Bewegungszustand im Innern irgend welcher 
Körper sich in zwei zerlegen lasse, von denen der eine zu Verdichtungen 
Veranlassung gebe, der andere nicht“. Hierfür hätte es aber des Nachweises 
bedurft. dass die durch u, v. w und u, v. w bezeichneten Theile der Geschwin- 
diekeiten für sich genommen mögliche Bewegungen des betrachteten Massen- 
systems darstellen; ein Nachweis, der ohne die Kenntniss der die betreffende 
jewegung bestimmenden Differentialgleichungen, von welchen unabhängig der 
Verfasser seine Betrachtungen anstellt, nicht zu führen ist. Was den Verlauf 
einer in einem bestimmten Raume stetigen Function des Ortes (x, y,z) in dem- 
selben betrifft, so ist hinreichend bekannt, dass. wenn für diese Function »ur die 
Bedingung der Stetigkeit vorgeschrieben ist, eine gegenseitige Abhängigkeit 
zwischen ihren Werthen in den verschiedenen Theilen dieses Raumes nicht 
stattfindet. und dass, wenn man über die Werthe in einem seiner Theile ver- 
fügt hat. die Verfügung in einem andern, von dem ersten getrennten Theile 


ganz willkürlich bleibt. Die von Helmholtz gegebenen, a. a. OÖ. pag. 291 


reprodueirten Formeln 
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und von noch hinzuzufügenden Integralen der Gleichung Ay = 0 abre- 
sehen ist. enthalten Nichts als die Darstellune solcher Werthe ». ®. we. welche 


. j A . an om or rn 
durch die Annahme bedinet sind. dass die Grössen —— ele. ele. die in 


oy 02 
jedem Punkte des Raumes voillkärlich aber nach der Steligkeit gewählien 
Werthe £&, z, £, # annehmen, wobei &, „, Z durch die in der Natur der Sache 


liegende Bedingung 
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mit einander in Verbindung stehen. Ein Zusammenhang zwischen den Werthen 
der #, e, w entfernter Punkte kann aus den obigen Formeln nicht veschlossen 
werden. Ebenso wenig enthalten dieselben irgend eine Beziehung zu den 
segebenen Kräften, wie der Verfasser anzunehmen scheint. indem er pag. 293 
agt: „dass sie keine ausser den gegebenen Krälien bestehenden Kraftwir- 
kungen ausdrücken, etc. 

Schliesslich bedarf es wohl kaum der Erwähnung. dass selbst die voll- 
ständige Kenntniss der x, e, w jedes Punktes einer in Bewegung befindlichen 
Masse als Functionen des Ortes für einen Zeitpunkt eben so wenig eine Unter- 
suchung von Bewegungen gestaltet, wie in dem entsprechenden Falle der Be- 


wegrung eines einzelnen Punktes die alleinige Kenntiniss der Anlangsstellung 


und der Componenten der Anfangsgeschwindigkeit. 


Berlin. 1863. 














Bemerkungen zur Theorie der mechanischen 


Quadraturen, 
(Von Herrn F. @. Mehler zu Danzig.) 


I 
1. WW enn f(x) in eine convergente Reihe @,+a,2-+-- entwickelbar 


ist. und man selzt: 


11 lan es VL\N 
\ I.) / f(z) 1-a) (1-48) Be == A,fle&)+ Afle)+ + A,fle,) +4, 
(A und «> —1), 
so lassen sich die A und « unabhängig von der Natur der Function f(x) so 
bestimmen, dass der Fehler 7 die Form annimmt: 


I 


I = u Ant tnrı Snsıt 
also verschwindet, sofern f(x) eine ganze Function von .x ist. die den 
(2r—1)"" Grad nicht übersteigt. Um zunächst die A durch die « auszu- 
drücken, so sei: 
P,(x) = Const. (x —a,) (2 — 0,)...(2—0,), 
und man substituire für f(x) die ganze Function (n—1)"" Grades #,(x):(2—e,,): 


dann wird: 
1 +9, (co) I— a) (I-+x)de 
Pe), C— an 








a 


Diesen Ausdruck wollen wir in (1.) einsetzen und zugleich für f(x) die 
speeielle Function (s—x)"', (worin 3>1 oder <-—1), nehmen, so lässı 
sich die Summe der » Terme auf der rechten Seite durch Benutzung der 
Interpolationsformel von Lagrange durch zwei Integrale ersetzen, von denen 
das eine mit dem auf der linken Seite der Gleichung übereinstimmt, und 


man erhält: 
Ve 1 +19, ()A— zy(I+ zw) de 
A => BP er 14 ZZ —— / - _ _— —e 
p W,(z) # 





3 — X 


Soll nun 4, für p < 2» verschwinden, so muss die Entwickelung des letzten 
Ausdruckes nach absteigenden Potenzen von z nicht, wie es im Allgemeinen 
der Fall ist, mit 3°”, sondern mit 3""""' beginnen. Dieses wird aber er- 
reicht, wenn man für 7, (x) die ganze Function »"“" Grades 


d u *, an 2)" iu, +2)" u 








F(@) = hd 2)(142)” 


dx 
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wählt, und die « müssen also die » Wurzeln der Gleichung #,(x) =0 sein. 
von denen sich leicht zeigen lässt, dass sie sämmtlich reell. von einander 
verschieden und zwischen den Grenzen —1 und +1 gelegen sind. 

Die Constante k, möge beliebig bleiben, jedoch A, —= 1 sein; man be- 


zeichne: 


fr D (e)A— a) (1- ade en / (ia) Aa +aprde — Z; 
| 3 — X 


Fe >; 





ge 
und setze die ganze Function (»—1)"" Grades 


1 WW = u gg 2 
KOIIB a-22 (140 = RB, 


A 





ni 
so hat man die identische Gleichung: 
3.) #,&@)Z%, = R,+Z,. 

Diese Relation tritt, in etwas anderer Form, zuerst auf in der Abhandlung 
„Untersuchungen über die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe“. 
welche aus den hinterlassenen Papieren von Jacobi durch Herrn Heine im 
56°" Bande dieses Journals mitgetheilt ist. und man findet dort die Eigen- 
schaften der Funetionen #,(z) und Z, und ihre Bedeutung für die Theorie 
der hypergeomelrischen Reihe und der Gaussischen Kettenbrüche vollständig 
entwickelt. Es scheint indessen nicht überflüssig zu sein, die Sache auch auf 
dem hier eingeschlagenen Wege etwas weiter zu verfolgen, theils wegen der 
Vergleichung der Resultate mit den für die Gaussische Quadratur geltenden. 
theils um gewisser ‚specieller Resultate willen, die durch ihre Einfachheit be- 
merkenswerth sind. 

2. Die Ausdrücke (1—3)’(143)“ #,(z) und Z, sind. abgesehen von 
dem Factor k,, die »"" Differentialquotienten der Grössen 


IR rt} A . x)" Hude 
3 ——- I 


n 9 


au 
(1—3)"'*?(1+4+3)""=n und 
a 


Nun findet man leicht, dass: 


A-2) 4 (n+4)1+42)-(n+n)(1-2)}n = 0, 





g) A- HA mtr t+z)-ntu)-s)}g = ©. 


wenn 
u Yanti+uHl II(n + A) II(n + u) f 

u Ian ti -+u) 

Indem man die eine oder die andere dieser Differentialgleichungen »+1mal nach 
Journal für Mathematik Bd. LXIM. Heft. 2. 20 





C 











154 Mehler, Bemerkungen zur Theorie der mechanischen Quadraturen. 
s differentiirt, erkennt man, dass die Grössen 
(1—-3)(1+3) #%,(z2) und Z, 
der Differentialgleichung 
„du du 
U. (1— 2), + (4 —1)(1+ z)—(u—1) (1—z NZ#+ (»a—+1)( NA UuWuU— 0. 
und folglich die Ausdrücke 
?,(2) und (1—-z2)*(1+3)""Z 
der Dilferentialgleichung 
„do ’ eu dv 
+ j I = \ ‘ 
v. I-3)——1(4+1)(1+2)—(u+1) (1-2)! —+n(n+i+u-+1)o 0 
das?’ t \ ' „% j / i ' / ) dz } 
genügen, wie dies auch aus der angeführten Abhandlung von Jacobi hervor- 


auf die Form: 


geht. Bringt man (®.) 
d h „\A+1 \u-l dv / . \A u 
Te |(1-2 (1+3, Zr War “+ u+1)(1—-3)'(1+2)o 0. 





substituirt hierin für e den Werth von (1-3) (1-+z2)"“Z,, wie er sich aus 
3.) ergiebt, setzt der Kürze wegen 
1-3)" (1+3)”*R, L 
und benutzt die aus (q.) für a=0 hervorgehende Relation 
Ö; 4 7 ’ \JI—1/ u 
2 [d-s)*d+3)*2] = al) 143), 
so findet man für Z die Differentialgleichung 
z |(1-: +14 2)* - ]- -n(n--i+u+1)(1—z)(1+2)“L 20, P, (2 
und ihre Verbindung mit PN welcher R oder # genügt. ergiebt: 
Die Constante d wird durch die Annahme 3 = 1 bestimmt und erhält den Werth 
N Drn-t-24 ‚ In) II‘ (Rn +4 Dat) 
” In-+i-+ u) 
Für s=e, wird ?=0, also 
(1—e,) P,(@„)R,(e.) = 0, 
und da Re, A,„Y,(e,) ist, so wird: 
’) As - 
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Dieser Ausdruck für die numerischen Coeffieienten in der Näherungsformel (1. 
ist merkwürdig durch seine Uebereinsiimmung mil dem ud die Gaussische 
Quadratur geltenden, welcher von Herrn Christoffel im 55°" Bande dieses 
Journals (8. 69) abgeleitet worden ist. 

3. Die Differentialgleichung (e.) geht in (w.) über. wenn man » in 
n+A+u, A in —4 und « in —u verwandelt. Es ist also. wenn wir an- 
nehmen, dass A+u eine ganze Zahl sei, die ganze Function (»-+A-+ u)" 
(Grades 
We WTB TC WERT B obhrhik Sand.) aa Kind.) Shi 


d eNnTATU 


2,( 


[A 


ein Partieularintegral von (w.). und daher muss im Allgemeinen Z, sich linear 
durch 2,(z2) und (1—2)’(1-+z2)“ #,(z) ausdrücken lassen. Die Werthe der 
Constanten werden am leichtesten durch die Annahme z= x und z—1 be- 


stimmt. und man erhält. wenn der Kürze halber 





sc mr Va n 
a=—-—. b= . 
sinn’ In N - A--u) 
oesetzt wird: 
zZ, = al(z-1)(2+1)" #,(2)—b,2,(2)}. also: 


| 


(4.) EA sl@—-Nis-H) #— b,82,( = 
In = alb,2,(2)— bu (3) P,(2 
Man darf hierin auch 3<<—1 nehmen. wenn man für ein negatives ır die 
Potenz x? durch (— x)? e!”'—'" definirt. und ferner ist zu bemerken, dass die 
Formeln sich leicht auch noch für 4-+ u = — 1 rechtfertigen lassen, in welchem 
Falle 5,2,(2) =0 wird. 

Wenn 4 und u selbst ganze Zahlen sind, und nicht blos ihre Summe. 
so wird a= x, und folglich müssen dann die in a multiplieirten Ausdrücke 
identisch verschwinden. Bestimmt man jedoch die unter der Form x.0 er- 
scheinenden Grössen nach den gewöhnlichen Regeln, so treten ausser den 
algebraischen Grössen auch Logarithmen auf. Ich will nur angeben, wie 
die Formeln sich hier für den Fall der Gaussischen Quadratur gestalten. Die 
Gleichung (3.) wird dann, wenn wir dieselben Bezeichnungen wählen, die 
Herr Heine in seinem „Handbuch der Kugelfunctionen” (S.53 und 84) anwendet: 


4 P*(a)log( ) = 0"@)+R'; 





wir haben in unseren Formeln zu nehmen 
ee -20"(3), R,=2R 
20 * 


— 2" In) by) Z, 
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und «= —4 gleich einem unendlich kleinen Werthe e zu setzen. Dadurch 
erhält man die folgenden ee von Q"(z) und AR”: 
Be 1 d" z+1\ Mail)" 
U FR E 
0" (2) 2" II(n) | dz" [@ .) log(- - »log o8( — dz” E 
n 3 1 3—+1\ d" N ” | 2 n +1 I} 
R Mn)! Krier d3” da" (8 110g (2 ? 


Es folgt hieraus: 
n ‘ nm 1 d" n +3 
Rh +20 (3) = 2" II (n) dz" |(#’ —1) u. El j 


Entwickelt man in dem letzten Ausdrucke den Ka nach absteigenden 
Potenzen von 1-+-z oder 1—z, so zerfällt er in eine Summe von Gliedern. 
von denen diejenigen, die als ganze Functionen zu A" einen Beitrag liefern. 
sich als hypergeometrische Reihen mit dem vierten Elemente }(1—z) oder 
i(1+z) erweisen. Man erhält auf diese Weise: 

















s-n—l m 
R' = s u n+1,1, Fr 
s-n—l 
(-1)"R' = ui Zn N n-+1,1, 


Man findet ferner aus der letzten der Gleichungen We: wenn man die darin 
vorkommenden Functionen durch hypergeometrische Reihen ausdrückt. (man 
vergl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen $. 93), und dann u=—-i=0 
werden lässt, für AR" die Reihe: 


R' = th, (n- ne - -H 2‘ ER ET AL 











1.2.1.2 
worin 
"ig k 
in = m-+1 TEE 3 wi ze =, 


so wie eine ähnliche, die nach Potenzen von 3-+1 fortschreitet. Diese Dar- 
stellungen von AR" gewinnen an Interesse, wenn man sie mit den von Dirichlet 
gegebenen Entwicklungen von P"(cos9) nach Potenzen von sin 49 und cos4J 


vergleicht. (Dieses Journal Bd. 17). 








4. Wir betrachten jetzt den Fall A=u=—4, welcher die einfach- 
sten Resultate liefert. Es wird nämlich hier, wenn man 
.___CM ____CNMrya 


1.3.5...2n—1) 2"Il(n—ı) 
annimmt, nach einer bekannten Formel von Jacobi: 


„@m+1)n äuf 








P,(x) = cos(narecosz),. also: «„= co 2 . x 











I 
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und folglich geht (1.) über in: 
+1 d. nu i j g h | | 
H fe) I -/ f(cos9)d9 = — {f(a)+ fa) + + fla,)} +0,44: 


/ Pr | 
I, yi—aı n 


In dieser auch zu manchen Näherungsrechnungen brauchbaren Formel lassen 





sich auch für die zur Correetion dienenden Grössen 4,, ete. sehr einfache 
und übersichtliche Ausdrücke auffinden. Bezeichnet man nämlich der Kürze 


wegen 3+yz°—1 durch 3 und nimmt 3 > 1, so hat man: 














ze 1 er e 1. 
P,(2%) _. 2 ’ b„2,(2) ui 2y2—1 J 
Zu 
. ER... Sim FEDEFSCH 09) EHE any?" 
2, en [3 e\ ua I, E Da | Yan j 
2 —1 yvz-—1(1- er: 


Der letzte Ausdruck, nach Potenzen von 3 entwickelt, nimmt die Form an: 


rt I, . 2 (Zu, — Zum + Zon 112 .). 
Nun erhält man für Z,, aus (w.) oder aus dem bestimmten Integrale. wodurch 
es ursprünglich definirt wurde, leicht die Reihenentwicklung: 


ei Re I1(2s) 
nen Mn gr (m II(s— m) II(s + m) 


sm 


daher ist 4,—=0, wenn p ungerade oder <2n ist, im Uebrigen aber für » = 2s: 
zT 
I, = OST [(Rs),_. zung (2s),_.. + (2s),_3n en | . 


wenn man die Reihe abbricht, sobald die Indices negativ werden. Die Reihe 
redueirt sich also auf ihr erstes Glied, so lange nr = s<{2n, u.s. w. Dieses 
Resultat, welches hier aus seinem Zusammenhange mit der allgemeinen Theorie 
abgeleitet ist, lässt sich auch auf elementarem Wege leicht verificiren. 
= u=-+4 die Resultate sich ganz 





Schliesslich bemerke ich noch, dass für 4 
ähnlich und fast ebenso einfach gestalten. 


Danzig, den 7. October 1863. 
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Ueber die durch einen Magnet in einem rotirenden 


Stromleiter inducırten elektrischen Ströme. 
(Von Ilerrn E. Jochmann.) 


Aragos „Rotationsmagnetismus” war bekanntlich die am frühesten be- 
obachtete Erscheinung im Gebiete der Inductionselektrieität. Obgleich der 
Fundamentalversuch mit der unter dem Einfluss eines Magnets rotirenden 
Kupferscheibe, namentlich seit der Entdeckung der Inductionsströme durch 
Faraday und der darauf begründeten richtigen Erklärung der Erscheinung, in 
mannigfaltiger Weise modifieirt worden ist, so sind doch unsere Kenntnisse 
über denselben sowohl in experimenteller wie in theoretischer Beziehung noch 
sehr mangelhaft. Experimentell ist der Verlauf der in dem rotirenden Leiter 
indueirten Ströme noch durchaus nicht mit Sicherheit festgestellt, da, wie ich 
mir an einem anderen Orte näher nachzuweisen vorbehalte, die zur Auf- 
suchung der Strömungsceurven gebrauchten Versuchsmethoden diesen Zweck 
nicht erfüllen. Dieselben beruhen nämlich auf der unstatthaften Voraussetzung. 
dass das System der Strömungsceurven orthogonal sei zu den Niveaulinien des 
Potentials der freien Elektrieität. In theoretischer Hinsicht lässt aber die bis- 
herige Behandlung des Problems noch viel mehr zu wünschen übrig. Während 
einerseits durch Neumann, Weber u. A. die Gesetze der durch Bewegung 
linearer Leiter unter dem Einfluss von Magnetpolen indueirten Ströme voll- 
ständig festgestellt und von Weber auf das allgemeine Grundgesetz der 
Wechselwirkung bewegter Elektrieitätsmengen zurückgeführt wurden — wäh- 
rend andererseits Kirchhoff *) die allgemeinen Differentialgleichungen für den 
variablen Strömungszustand in ruhenden körperlichen Leitern mit Rücksicht 
auf die durch die Stromintensitätsänderung zwischen den verschiedenen Theilen 
des Leiters hervorgebrachte Inductionswirkung aufgestellt und daraus gewisse 
allgemeine Folgerungen gezogen hat, sind für die Induction in körperlichen Lei- 
tern, welche unter dem Einfluss eines Magneis bewegt werden, noch nicht einmal 
die allgemeinen Differentialgleichungen aufgestellt worden, von deren Integration 
die Lösung des Problemes abhängt. Bekanntlich hat Poisson**) bald nach dem 
Bekanntwerden des Versuches von Arago die Erscheinung aus der Wirkung 





*) Kirchhoff, Ueber die Bewegung der Elektrieität in Leitern. Poggendorffs 
Annalen der Physik und Chemie CII., p. 529. 

“*) Poisson, M&moire sur la tlı&orie du magn@tisme en mouvement. M&moires de 
l'acad. des sciences de Paris. Annde 1823. T. VI. Paris 1827. 
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des Magnetismus im Entstehen und Verschwinden zu erklären gesucht, welche 
auch bei den Metallen (wie Kupfer) sehr merklich sein können. welche nach- 
dem der magnetische Gleichgewichtszustand der Moleküle eingetreten, keine 
wahrnehmbare Wirkung auf die Magnetnadel ausüben. Indessen ist die Theorie 
von Poisson, so scharlsinnig dieselbe auch erdacht und durchgeführt sein mag. 
seit Faradays Entdeckung als veraltet zu betrachten. Ausser den experimen- 
tellen Arbeiten von Faraday *). von Nobili und Antinori**) und von Mat- 
teucei 7), auf welche ich an einem anderen Orte zurückkommen werde. isl 
hier noch eine theoretische Abhandlung von Feliei ++) zu erwähnen. Derselbe 
hat, veranlasst durch die Beobachtungen von Matteuxeei, versucht. die In- 
duetion in einer unendlich dünnen unbegrenzten ebenen Scheibe zu bestimmen. 
welche unter dem Einfluss eines oder zweier entgegengesetzten in der Ebene 
der Scheibe liegenden Magnetpole rotirt. Obgleich dieser Fall. wie unten 
gezeigt werden wird, wegen der sich dabei ergebenden Unstetigkeit nur als 
Grenzfall zulässig ist. und obgleich Felici zur Lösung des Problems mehr-: 
fache Annahmen zur Hülfe nimmt, deren Richtigkeit des Beweises bedarf. so 
stimmt doch das Resultat der im Folgenden gegebenen Theorie für diesen 
Grenzfall. was die Form der Strömungscurven betrifft. mit dem von Feliei 
auf durchaus anderem Wege gefundenen überein. 

In der folgenden Abhandlung werden zuerst die allgemeinen Gleichun- 
gen der Elektricitätsbewegung in einem leitenden Umdrehungskörper von be- 
liebiger Gestalt auigestellt. welcher unter dem Einfluss einer gegebenen mag- 
netischen Vertheilung mit constanter Geschwindigkeit um seine Axe rotirt. Es 
sind zur Aufstellung und Reduction dieser Gleichungen keine anderen An- 
nahmen erforderlich als das von Weber aufgestellte Gesetz der Wechsel- 
wirkung bewegter elektrischer Massen und die Bedingungen, welche sich aus 
der Voraussetzung des constanien Strömungszustandes ergeben. Indem sodann 
die Gleichungen auf den besonderen Fall angewendet werden, wo die gege- 
bene magnetische Vertheilung um die Rotalionsaxe symmetrisch ist, wird ge- 
zeigt, dass in diesem Fall die Stromcomponenten in jedem Punkte des Leiters 
verschwinden, dass also keine Ströme indueirt werden. sondern dass eine 


*) Faraday, Philosoph. Transact. 1832; Poggendorffs Annalen XXV, p. 120. 

*#*) Nobili und Antinori, Antologia di Firenze No. 134; Poggendorffs Annalen 
XXIV, p. 621. 

f) Matteucei, Annales de chimie et de physique (3. ser.) T.XXXIX und Cours 
special sur linduction, le magnetisme de rotation etc. Paris 1853. 

ir) Tortolini, Annali di scienze matematiche e fisiche 1853 p. 173 u. 1854 p. 35. 
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Vertheilung freier Elektrieität auf der Oberfläche und im Innern des Leiters 
angebbar ist, deren Potential in jedem Punkte des Leiters der von den Mag- 
nelismen indueirten elektromotorischen Kraft das Gleichgewicht hält. Endlich 
wird der Fall einer von zwei parallelen Ebenen begrenzten Scheibe von be- 
liebiger Dicke behandelt, welche unter dem Einfluss eines oder mehrerer nicht 
in der Umdrehungsaxe liegender Magnetpole rotirt, indem dabei die ver- 
einfachende Voraussetzung gemacht wird, dass die Rotationsgeschwindigkeit 
und somit die Stromintensität klein genug ist, um die Inductionswirkung zwischen 
den verschiedenen Theilen der Scheibe gegen die directe indueirende Wirkung 


der Magnetpole vernachlässigen zu können. 
1. Wenn ein aus homogener leitender Substanz gebildeter Umdre- 


hungskörper unter Einfluss einer beliebig gegebenen Vertheilung von Magnetis- 


men oder eines beliebigen Systems ausserhalb des Leiters geschlossener gal- 
vanischer Ströme mit constanter Winkelgeschwindigkeit um seine Axe rotirt. 
o wird in dem Leiter ein System von Strömen indueirt, deren Richtung und 
Intensität an jeder Stelle des Raumes constant bleibt, so lange die induciren- 
den magnelischen Kräfte und die Rotationsgeschwindigkeit des Leiters unver- 
ändert bleiben. Die in einem beliebigen Leiterelement indueirte elektromoto- 
rische Kraft rührt dann theils von der Bewegung des Leiterelements relativ 
gegen die ausserhalb des Leiters gegebenen Magnelismen, theils von der Be- 
wegung relativ gegen das in allen übrigen Theilen des Leiters vorhandene 
und im Raume ruhende Stromsystem, theils endlich von der Vertheilung freier 
Elektrieität her. welche sich auf der Oberfläche und, wie sich zeigen wird, 
auch im Innern des Leiters bildet. Es seien u, v, w die auf drei ruhende 
rechtwinklige Coordinatenaxen bezogenen Geschwindigkeitscomponenten, mit 
welchen das im Punkte x, y, 3 befindliche Leiterelement bewegt wird; es be- 
zeichnen ferner x, ©, w die nach denselben Axen zerlegten Componenten 
der Stromdichtigkeit im Punkte x, y, 3 und «, e’, w' die Stromcomponenten 
in einem beliebigen anderen Leiterelement x‘, y', #3. Aus dem Weberschen 
(Gesetz *) ergiebt sich dann die elektromotorische Kraft, welche durch das 
in dem Raumelement d.x'dy'dz’ befindliche Stromelement «, vo’, w’' in dem 
mit den Geschwindigkeitscomponenten u, v, w bewegten Leiterelement inducirt 


*) Elektrodynamische Maassbestimmungen, erste Abhandlung p. 339 und vierte 
Abhandlung p. 268. Es ist in dieser Abhandlung das elektromagnetische Maass für 
die Stromintensitäten zu Grunde gelegt, während die elektromotorischen Kräfte nach 
absolut mechanischem Maass gemessen sind. 

= 








Jochmann, über Induction in rotirenden Leitern. I61 


’ ha , | ’ 
wird, gleich — 5 (0088 — 3.008 4008 9") dx dy dg'. 


In diesem Ausdruck bezeichne! 


r = Ye—r)+(y'—y)+ (3 — 2) 
die Entfernung zwischen Strom- und Leiterelemen!. 
le) 
. 2 age. 5 
ı = y 4 u + 
die Stromdichtigkeit im Punkte ı', y', 3'. 
= yır+v-+m 
die absolute Geschwindigkeit des bewegten Leiterelements, &, # und 9’ be- 


ziehungsweise die von den Richtungen von ö und ©, von ® und r und von 


i‘ und r eineeschlossenen Winkel: endlich 2% die Constante 155570 105; wenn 
) IVIodÜ . 


Millimeter und Secunde als Einheiten ansenommen werden. Es ist demnach 


’@cose — nator wer. 
! 4 ! 
.r \ ; Fr ? Zr BEER 
i c0sW%' U —— 2 I, I 0" 
r f ? 
! ! ! 
” v—4 yV—y SV —2 
DCOSF — 1 — Eh. —. + m— 
: x 5 
wodurch der obige Ausdruck übergeht in 
2k LEE, NAH ara aa V—-y, „w—r\] 
ver | uw- vo wa — 3 (1 —— + 0 + - - 02 -— 1 — IP 
Er 1 1 . ü A ü l 


Mit dieser Kraft wird durch die Einwirkung des Stromelements «, vr’. ıe' die 


in x, y, z befindliche Einheit der posiliven und negativen Elektrieität in der 


Richtung der Verbinduneslinie r geschieden. Indem man diese elektromolorische 
Kraft in ihre rechtwinkligen Componenten zerlegt und die Wirkungen aller 
Stromelemente summirt. erhält man für die Componenten der elektromotorischen 
y, = befindliche Einheit der 


> 


Wirkung des ganzen Stromsvystems auf die in x, 


Elektrieität die Ausdrücke: 

















n / da! a di a 
X= - hf — Prag (au vo -4-ww’ 
/ r? r 
dr'dudz’ 2 — ri r" —r y—ı 3% „r—r "—ı ZN 
Höhf u —— (u: — nF . m \ u v3 _I I )» 
r r r r \ r r ei. 
‚ ArduUdz! W—ı 
BE. 2= 271 J E Au (nu + ne’ -+ wo’ 
. ze 
"d.r’ dy' dz u. x’ —ıL her Ei ı'—ı y—ı EN, 
+ 3k R = Sue: (1 II w—— Yw: - + r I w— ® 
gr ’ gr gr \ ie g g 
Z da’ dy' dz' 2 
Z= kl —— ’ Dr v0’ -4-wae’) 
r 
dx’ dy'dz' 2 — 1, „2-3 VY „Eo8 YV—y, ,%—2r\ 
- nf y\ u ne Kom Bd y- J - —-v + we —— )- 
r r r r r r 7 
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Diese Ausdrücke vereinfachen sich bedeutend durch die Bedingungen, welchen 
die , ec’, w' im Fall eines constanten Strömungszustandes unterworfen sind. 
Es ist nämlich für jeden Punkt im Innern des Leiters 

a) eg 

Ox oy' " &% 
und für jeden Punkt an der Oberfläche 
(2. u cos + v'cosu+w'cosv = (, 

u, v die W inkel bezeichne n. welche die im Punkte «’, y', 2’ nach dem 
Innern des Leiters gerichtete Normale mit den positiven Richtungen der Co- 
ordinatenaxen einschliesst. Die letztere Gleichung besagt, wie bekannt. dass 
die zur Oberfläche des Leiters normale Stromeomponente in jedem Punkt der 
Oberfläche verschwinden muss, während der Ausdruck auf der linken Seite 
der ersten Gleichung den Zuwachs der negaliven Elektricität in dem Leiter- 


Wo A, 


element die’dy'dz’ darstellt. welcher bei einem constanten Stromsystem ebenfalls 


oleich Null sein muss. Setzt man 


Be u | v w' 
(9. [64 /- dı dy'dz', pP -/ dx'dy'dz', eG = / dx'dy'dz', 


so lässt sich der Ausdruck für X in der Form schreiben 


0@ oß N 


x = alu | 


+3k[u/* - see (y—y)+ w'(z2—z)!dx'dy'dz' 





(a’—x)y’—y) _ ER | ; 
+ ofe pn fu’) +0/(y’—y)+ w'(3’—3)}da'dy'dz’ 


di 2- ; I; 2 a > 
+ w/- „bet A 1 [u (2’—a) + 0/(y'—y) +w'(s’— 2)! da’dy'dz'| 


p 
Es mag bemerkt werden, dass diese Integrale einen endlichen und bestimmten 


} ; r (2 — x)” z’ — 2) (y — y) 
Werth besitzen. indem der Factor —, oder we U 32 
r r 


als vage ist und die über den Leiter erstreckten Integrale von der Form 


immer kleiner 


4 ar e ) 
fa = " de ‘dy’dz', wie anderweitig bekannt, überall stetig und endlich bleiben. 
Zur Reduelion der im obigen Ausdruck vorkommenden Integrale be- 
merke man, dass man hat: 
fe I (2’—2) +0 (y'—y)-+ w' (3’—z) EN 
„uw (a — x)’ „va — x)’ „wer — X) 


s EAN. EEE RR - Ai 
\ r? > © r? 
Ä I / ' 
= — ae >=, + + ER de dy' da’ 








fe -_ (tat + )az'ay'as +2 fe 2) der x dy' dag’. 
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Das zweite Integral verschwindet in Folge der Gleichune (1.): das erste ver- 
wandelt sich. indem man in jedem Gliede eine Integration ausführt. nach einer 
bekannten Reduction in 


(r1'- -x2)’ 2 j f ’ h 
2. ——(% c0SA+v9 c0SuU +w cosv)ds, 
er g° ‘ / 





wo ds ein Element der Oberfläche des Leiters bezeichnet und verschwindet 
in Folge der Gleichung (2.). Es ist also 


Feen (e—2)+0(y-y)+w'(3#—3)| dr’ dy'dz' 

—— Mr 2) de dy'dz' — 2— 

Behandelt man auf analoge Weise die andern Theile von X, so erhält man 
3/ Ak Aue } fu’ (22) +0 (y'—y)+w' (#’—z)}de’dy' ds! — —- en. 
3/ er\ 3 Dune. (u (2-2) +0 (y’—y)+w (3 —-z)\de’dy'ds! = —+— 


Setzt man a Werthe in den Ausdruck für X und verfährt auf entspre- 


N 





A 


‚ erhält man: 


chende Weise mit den Componenten Y und Z, sı 
“ ) Fr i 
Y = k'o 2. . -) m R en )! 
\ I Noy cr da oz N 
w y 5 y » 
a) {r= afn(22_ 2) ZU 
( % oy/ vr /) 


r © Üü \ 
Dr (2-5) a 2. 

or O2 oy/ 
Bevor wir zur Aufstellung der entsprechenden Ausdrücke für die von der 


gegebenen magnetischen Vertheilung herrührenden Componenten der elektro- 


motorischen Kräfte übergehen. soll noch auf einige Kigenschaften der Integrale 
ce, 9, y hingewiesen werden. von welchen wir im Folgenden Gebrauch zu 


machen haben. Setzt man 
2 22 2 


kA AR A 


m. £ r nn 90 


Zu 


dp = 


Sol  . 


so ist zunächst ersichtlich, dass für jeden Punkt im Innern des Leiters 
(9.) da=—Anu, AP=—Ane, Ay=—Anw 
ist. Ferner hat man 


0a . on Oy ” - r) 4 2’ (y' -y) wa 


! 


Ale >) 
— dr dy' da’ 




















02 ' u ' P 
u „e „W' 
’ be zZ r Ä = ov' n’ 
r r r (9 m © 
= — - t — + dx' dy' dz' JS  —-4- de’ dy' dz' 
r | ir ya Y + m Br öy! yaz, 
ss” 
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welche beiden Integrale in Folge der Gleichungen (1.) und (2.) verschwin- 
den. Mithin ist 


VÖ. 


Endlich lassen sich mit Rücksicht auf (6.) die Gleichungen (5.) in der Form 


schreiben 


2. Es ist zur Aufstellung der Differentialgleichungen der Elektricitäts- 
beweeunge nur noch erforderlich die von der ausserhalb des Leiters gegebenen 
magnelischen Vertheilung herrührenden elektromotorischen Kräfte zu bestimmen. 
indem ein ausserdem etwa vorhandenes System geschlossener Ströme. wie be- 
kannt. immer durch eine Vertheilung von Magneltismen ersetzt werden kann. 
Die von dem magnetischen Element « in dem mit der Geschwindigkeit 
@ = 1 +0 +Ww° bewegten Leiterelement indueirte elektromotorische Kraft er- 


giebt sich aus dem Weberschen Gesetz *) gleich 


u sın ( 
2,8 at 


m 
in welchem Ausdruck 4 die magnetische Inductionsceonstante, x den Winkel 
bezeichnet. welchen die Richtungen von r und ® einschliessen. Werden die 
Stromintensilälen nach elektromagnetischer Maasseinheit gemessen. so ist die 
Constante # mit der oben mit demselben Buchstaben bezeichneten Constante 
identisch. Die Richtung. in welcher die elektromotorische Kraft die in r, y, 3 
befindlichen Elektrieitäten zu scheiden strebt, ist senkrecht zu der durch r 
und die Bewegungsrichlung gelegten Ebene. Sind daher 7, «, » die Winkei. 
welche die Richtung der elektromotorischen Kraft mit den Coordinatenaxen ein- 
schliesst, so sind die Cosinus dieser Winkel durch die Gleichungen bestimmt 


’ [3 


ge TICOSA+ | Y—y)cosu— (3 — 3 los 0. 
1 C0SA- v COSU- wcosr = U, 


cos’A+ cos’ uU ov— 1. 


*; Elektrodynamische Maassbestimmungen; erste Abhandlung p. 345. 
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Daraus ergiebt sich 


” v(2’— 23) — w(y’—y) 
DCOSA _., 
"sın Y 
r we —r)— ul’ — 2) 
COS u \ e 
Ä rsiıny 
r u(y —y)—v(r’— x) 
WCOSYV i 
"sıı Y 


Es werden demnach die rechtwinkligen Componenlen der von dem magnetischen 


Theilchen « indueirten elektromotorischen Kraft 


f Ä 
4 ! ) ( f ( £ / 
2 2 —23 ! y) 2 r r 
Iku v —_ —» E—# ( Id — m \. 
| - z 6 y 
\ ’ U HH / 
( ( 
‘ x — x —z| ‘ r r 
ku ‚m —— — 1—— | 2hk Iw ll r 
j r r OT 02 
‚ j \ ( “ ( e | 
: y—ı x | . r r 
Iku BEE 4 2k (u — 0). 
r r oy OL 


Bezeichnet demnach ud.x'dy'dz’ die Menge des in dem ausserhalb des Leiters 


selegenen Volumenelement d.ir'’dy'dz’ enthaltenen magnelischen Fluidums und 
| u 
8) P= SH da'dy'dz’ 
2, N a 


das Potential der gegebenen magnetischen Vertheilung. so‘ ergeben sich die 


gesuchten Componenten der gesammten elektromotorischen Wirkung 


} oP oP 
A 23h v — —wd— |, 
O% oy 
oP OP 
B = anf et 
j OT 02% 
op 5p 
ee 
oy OX 


Da innerhalb des rotirenden Leiters der Voraussetzung zufolge keine Ma- 


gnetismen vorhanden sind, so ist für jeden Punkt im Innern des Leiters 


9) AP=0O. 


3. Ist V das Potential der auf dem rotirenden Leiter vorhandenen 


U. 
freien Elektrieität und K sein Leitungsvermögen. so ergeben sich für die Com- 
ponenten der Stromdichtigkeit im Punkte x, y, z die Ausdrücke 
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ii IV ; 
ort Hıxza, 
OX Re. 
/ \ oV >! 
10.) ! - RK oy } | I)\» 
OF ! 
|, K'\---+2+0| 
0% 
Setzt man 
: ı (08 +) 
er ah or h \dz oy 
| P 16 
(11 M= 2: + k(2— ), 
oy OX 0% 
IP J oß 
3 2% I- + —-— IE), 
03 oy 0x 


so wird 


Ge A= vN—wM, 
(12.) Y+B=mwmiL-ıuN, 


Izıc uM—vl1l. 


Aus der Form dieser Ausdrücke folgt unmittelbar die Relation 
u(X-+A)+0(Y+-b)+w(Z+C) 0. 

welche ausdrückt, dass die gesammite von den Inductionswirkungen herrührende 

elektromotorische Kraft in jedem- Punkte auf der Bewegungsrichtung des Lei- 

terelements senkrecht steht. Durch Differentiation ergiebt sich aus den Aus- 


drücken (11.) mit Rücksicht auf (7.) und (9.) 


‚oM oN 
u 4nku, 
OS oy . 
S3N  6L 
13.) (I — = Anke, 
OX O% 
IL >M 
löu — — Ankw, 
Oy OL 5 
| L_ oM IN 
#6) Fre 
OX oy 03 
Durch Einführung der Werthe (12.) in die Gleichungen (10.) folgt 
i IV ’ | 
u I ni +pN — mM. 
or ” 
15 = Zıni un 
( d.) ev’. = 117 oy rwL —WUi \* 
eG |; 


FE 2 A AP 
(6 


- 
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Aus diesen drei Gleichungen in Verbindung mit der für jeden Punkt im 
Innern des Leiters zu erfüllenden Bedingung 


ou or. om 
——-- + — - 0, 


sind die Functionen «, ©, ®w und } so zu bestimmen. dass eleichzeitie der 
für jeden Punkt der Oberfläche geltenden Bedingungsgleichung 

(17.)  wcosA-+ecosu +weosv = 0 
genügt wird. Mit Hülfe der Gleichungen (13.) kann man nun entweder die 
a, v, w oder die L, M, N aus den Gleichungen (15.) eliminiren. Im ersten 


Fall erhält man 














oM oN oV | 
|. — — — 4ıaklh ) -— + N — mM, . 

03 oy OX ) 

. ON oL - N 
18.) (—-—-— = Ankk? wL—uN\, 
| O2 0% oy a 

oL oM i oV | 
|—— ——— = 4AnkK ——— +ıHl—v 4 i 
oy 0% 03 | 


aus welchen Gleichungen in Verbindung mit (14.) die Funclionen Z, M, N, ) 


so zu bestimmen sind. dass gleichzeitig der Oberllächenbedingung 


bee 


DM ON IN © BL OM 
# 4 C I - f ( 4 C 4. R ( w ( i 
(19.) (  — IE Jeosu+(— — )cosv - 0 
0% oy OT 0% oy OX 








genügt wird. Es muss jedoch bemerkt werden, dass, da die Gleichungen (13.) 
durch Differentiation aus (11.) entstanden sind. die ersteren zwar eine noth- 
wenige Folge der letzteren sind, das Umgekehrte aber nicht stattfindet. Es 
drücken daher die Gleichungen (18.) eine allgemeinere mögliche Elektrieitäts- 
bewegung aus als die ursprünglichen Gleichungen (15.),. so dass die ersteren 
durch Integrale der letzteren immer erfüllt werden müssen. nicht aber umge- 
kehrt. Es müssen daher, wenn es gelungen ist, allgemeine Integrale der 
Gleichungen (18.) aufzulinden, die in denselben enthaltenen willkürlichen 
Funetionen so speeialisirt werden, dass gleichzeitig den Gleichungen (11.) ge- 
nügt wird. Es enthalten z. B. die Integralgleichungen L = 0, M=-0, N—=0. 
V = const., aus welchen ferner v„= ve = w—=0 folgen würde. eine parliculäre 
Lösung der Gleichungen (18.),. durch welche aber die Gleichungen (11.) nicht 


erfüllt werden können, und welche daher auch nicht als Lösung der Gleichun- 
sen (15.) betrachtet werden darf, wenn nicht P = const. ist. Ein System von 
Gleichungen für die «, e, w, welches der Form nach den Gleichungen (18.) 
für Z, M, N ganz analog ist, erhält man, wenn man umgekehrt mit Hülfe der 
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Gleichungen (13.) die /, M, N aus (15.) eliminirt. Bildet man nämlich den 


oO om . Pr . . . “ 
Ausdruck — - — —— und die analogen Ausdrücke durch Differentiation von (15. 
0% Oy 
und setzt 
4 u. 
yp uL+vM-+wN), 


4 sık 


so ergeben sich zur Bestimmung der Functionen , v, w, 7 die Gleichungen 


N. Do U 
or cu \ C \ 
ac BR Or ankhi- —— tw -Wwo(, 
0% oy OX 
Fin . WW 
ou ou 2 | 
—— — = 4nkK \- —— +Wwu u | k 
or 0% oy BG 
20.) 3 
\ ou oU® “.; ! 
Ben Iıkh ,- No — vu. 
N oy OX O2 
1 ou orV om 
— un - ug m a 0, 
Orc oy 02% 


von welchen dieselbe Bemerkung gilt. welche oben bezüglich der Gleichun- 
sen (18.) gemacht wurde. Handelt es sich nur unr die Bestimmung der Wir- 
kung. welche das im Leiter indueirte Siromsysiem auf einen äusseren Magnel- 
pol ausübt, so ist übrigens die Kenntniss der «, ©, « selbst nicht erforderlich. 
indem die zweiten Glieder der Ausdrücke /, M, N für einen äusseren Punki. 
wie leicht ersichtlich, bis auf einen conslanten Factor die rechtwinkligen Com- 
ponenten dieser Wirkung ausdrücken. 

Nimmt man die Rotalionsaxe zur Axe der Z und bezeichnet » die 
Winkelgeschwindigkeit der Drehung. so ist 


u=—ny, dena w—=ß(. 


und die Gleichungen (15.) gehen über in 


nf... IR ‚] 
(2 — h } a; u NX N \ “ 
\ OX 
air a 
\ ! oy Y.Yı, 
a: ; ‚ | } 
w=K&, .- —n(eL+yM)\ 
* x 
* 


4. In dem besonderen Fall, dass die gegebene magnetische Ver- 


theilung rings um die Rotationsaxe symmetrisch, oder das Potential P eine 
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Function von z und r=yx’-+y’ ist, kann man den Gleichungen (15*.) durch 
die Annahme 
u=—0, v=0, w=0 

genügen, oder mit anderen Worten, es lässt sich immer eine Vertheilung freier 
Elektrieität auf der Oberfläche und im Innern des Leiters anseben. welche 
so beschaffen ist, dass ihr Potential der von der magnetischen Vertheilung 
indueirten elektromotorischen Kraft in jedem Leiterelement das Gleichgewicht 
hält. dass also keine Strömungen stattfinden. In diesem Fall redueiren sich 


nämlich die Ausdrücke (11.) auf 
op 


pP ID 
L=-%—, M=2h A. 20° 
oy 03 








wodurch die Gleichungen 158, übergehen in 











vv Be 
o = Anke — 0 
0x 2 
Yy Jp 
21.) (7, = Qnky 
oV  - oP oP 
A ER 
EG enk\ 2, y 


Es ist leicht ersichtlich, dass, wenn P eine Function von r und 3 allein ist. 
die Ausdrücke auf der rechten Seite dieser Gleichungen den Bedingungen der 
Integrabilität des Systems Genüge leisten. Durch Einführung von Polarcoor- 


dinaten redueiren sich dieselben auf 








IV IP 
| > = Rnkr a 
(22.) ni r. 
[gr z= — Znkr — : 


Mit Rücksicht darauf, dass P als Potentialfunetion ausserhalb des Leiters ge- 


legener Massen die Gleichung 


Rn 
(r ) ) o’P 
Zul 





erfüllt, erhält man 
23.) V = Znkf(r dr r ds). 


Werden die Gleichungen (21.) beziehungsweise nach x, y, 3 differentiirt und 


addirt, so folgt 





—= —4ne, 


(24) 4V= 
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wodurch die Dichtigkeit & der freien Elektrieität für jeden Punkt im Innern 
des Leiters bestimmt is. Um auch die Dichtigkeit e für einen beliebigen 
Punkt der Oberfläche zu finden, bemerke man, dass durch die Gleichung (23.) 
der Werth von V für jeden Punkt der Oberfläche gegeben ist, und dass im 
sanzen äusseren Raum die Gleichung /V =0O erfüllt sein und in unendlicher 
Entfernung V verschwinden muss. Durch diese Bedingungen ist auch V, im 


ganzen äusseren Raum bestimmt, und man erhält, wie bekannt, 


(25.) ne) - “> ı —= —4Ane. 


Rolirt eine Kugel unter dem Einfluss einer constanten magnetischen Krafı. 


deren Richtung mit der Rolationsaxe zusammenfällt, so ist 


a 
——- = T1>=comsli., 
02% 
woraus 
V,;, = nkTr’ + const., 


i 
oder wenn R den Kugelradius, 9 den Winkel, welchen ein beliebiger Kugel- 
radius mit der Z-Axe einschliesst. bezeichnet, so ist für jeden Punkt der 
Kugeloberlläche 

V = nkTR'sin’9+C. 
Nach bekannten Methoden findet man 
V, = (C+ bene E _ (cos 4— 1 YnkTR(Z). 
I) O4 ” O4 
wenn 9, die Entfernung eines beliebigen äusseren Punktes vom Kugelmittel- 
punkt bezeichnet, während für einen inneren Punkt 


V, = nkTo;sin’d+ C 


 -- 
a R O0 -R 


C KR 
e = —— - 


Anh m 6 
Dieses ist die Dichtigkeit der Elektrieität auf der Kugeloberfläche. während 
das Innere der Kugel mit freier Elektricität von der constanten Dichtigkeit 
nkT 


€ zz 7 


Ei zı 


ist. Daraus folgt: 





cos’#). 


[2471 


erfüllt ist. Die Constante C bestimmt sich aus der willkürlichen Gesammt- 
menge der freien Elektrieität, welche auf der Kugel vorhanden ist. Es ist 
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nämlich die ganze im Innern der Kugel vorhandene Menge 
— +nkTR’, 
die ganze auf der Oberfläche vorhandene Menge 
OR--2nkTR'. 
Soli die Summe aller vorhandenen freien Elektrieität gleich Null sein. so wird 
C= —3nkTR, 
mithin 


Rotirt ein beliebig gestalteter Umdrehungskörper unter dem Einfluss 
eines in der Umdrehungsaxe liegenden Magnelpoles u, so ist, wenn e die 
Entfernung des Poles vom Anfangspunkt der Coordinaten bezeichnet. 


Yr’+(ce—z2) 





. enku(c— 2) 
\; — —— a —n T - const. 
Yr’+(e—32) 
Bezeichnet y den Winkel, welchen die et EN zwischen dem betrach- 
teten Punkt und dem Magnetpol mit der Umdrehungsaxe einschliesst. so wird 


V;, = —Rnku cosy + const. 


Sind V, und V, die Werthe des Potentials der freien Elektrieität an zwei 
Punkten der Oberfläche des Leiters, so ist 

nV, = — Inku (c0sY, — 00872). 
Werden die beiden Punkte durch einen ruhenden Leitungsdraht von bedeuten- 
dem Widerstande verbunden, so entsteht in diesem ein Strom. dessen Intensitäl 
der Differenz der Potentialwerthe, also jener Cosinusdifferenz proportional ist 
(Webers unipolare Induction). Im Fall einer Kugel hat man nach einer von 


Green gegebenen Formel 
E ; fr ds 
’ AnR 


wenn Y den Werth von V in dem Element dS der Kugeloberlläche. o die 
Entfernung des äusseren Punktes vom Kugelmittelpunkt und v seine Entfernung 
vom Element dS bezeichnet. Die Integration ist über die ganze Oberfläche 


der Kugel auszudehnen. Im vorliegenden Fall wird 


ER, ‘ 0’ — I cosy dS 
V. = —nku S-R 


%* 





* 


22 * 
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5. Die Lösung des allgemeinen Problemes vereinfacht sich bedeutend 
unter der Annahme, dass die Rotationsgeschwindigkeit und somit die Intensität 
der indueirten Ströme hinreichend klein ist, um die Induction zwischen den 
verschiedenen Theilen der Scheibe gegen die directe indueirende Wirkung des 
Magneis vernachlässigen zu können *), wodurch sich die Ausdrücke (11.) auf 
ihre ersten Glieder redueiren. Es sind nämlich, wenn z wie oben die Rotations- 
veschwindigkeit bezeichnet, die wirkenden elektromotorischen Kräfte und mithin 
die erzeugten Stromdichligkeiten a, ©, w Grössen von der Ordnung »k. Von 
derselben Ordnung sind daher die in Klammern stehenden und mit % multipli- 
eirten Ausdrücke in den zweiten Gliedern der Werthe für Z, M, N. Die von 
diesen Gliedern herrührenden Theile der Ausdrücke »L, »M, »N in den Gleichun- 
ven (15*.) sind daher Grössen von der Ordnung nk’. Bei dem sehr kleinen 
Werth der Inductionsconstante % können dieselben also noch bei ziemlich be- 
trächtlichen Drehungsgeschwindigkeiten ohne merklichen Fehler gegen die 
Glieder von der Ordnung nk vernachlässigt werden, wodurch die Gleichun- 


gen (15*.) übergehen in: 





























/ 
"e :ı j oP 
u=K — —+?Rnke— I; 
| h OT 0% 
di Ar. oP 
(26.) v = K)—-—+2nky— |, 
I 0 03 )’ 
5 SR oP oP\) 
A =. K)— r —2nk( x z +9 \" 
\ 0% OX oy 
Die Gleichung (16.) geht demnach über in 
ng 7 ng ea ng Lau! 
ru EEE A di oP 
(27T. +++ = Ink—: 
OX oy 0% 0% 


Es handelt sich also nur noch darum, die letztere Gleichung mit Rücksicht 
auf die Grenzbedingung 
oV oV IV 


054 - _ cosu+- cos? 
—C0SA 7 —y— g 
\ dx I oy ’ 03 


28) 


2nk(xcosA--ycos u) 2ank cosv(x end Fr =) 
— 2nk(xcosA : — — Ink — ty — 
\ ı Y s ) 03 0x Y oy 








zu integriren, worauf sich z, vo, w durch einfache Differentiation ergeben. 
Als Beispiel soll der Fall einer von zwei parallelen Ebenen begrenzten 
unendlichen Scheibe von beliebiger Dicke behandelt werden. welche unier 


*) Diese vereinfachende Voraussetzung ist übrigens in allen früheren aut den 
(Gegenstand bezüglichen Arbeiten stillschweigend gemacht worden. 
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dem Einfluss eines ausserhalb derselben gelegenen Magnetpoles um eine zu den 
Begrenzungsebenen senkrechte Axe rotirt. Es sei 20 die Dicke der Scheibe: 


z3=0 und 3=-—d 


seien die Gleichungen der Begrenzungsebenen, a, b, ce die Coordinaten des 
inducirenden Poles «u, mithin 


u 
29) P=- 


wenn 





e = Vae-a)+(y—b)+(8-e) 
die Entfernung eines Punktes von dem Pol bezeichnet. 
Die Grenzbedingung ist erfüllt, wenn für 3= +d 
vo —= 0 
oder 


oV oP oP 


(28%) — = -Ankle +97, 


ist. Es soll gezeigt werden dass den Gleichungen (26.) und (27.) durch die 
Annahme genügt werden kann, dass überhaupt ®@=0 ist. d.h. dass alle 
Strömungen in zu den Grenzflächen der Scheibe parallelen Ebenen erfolgen. 


Es ist dann 


























o’V ee ,# 
ur nn — 2n k— —(z Or rYy Oy ): 
woraus nach (27.) folgt: 
(30.) tag = arte + % 





Man genügt dieser FulRübe durch die Substitution 
DW 
31.) V —= Mku-, 
wenn man unter W mit Rücksicht auf den Werth von P eine Lösung der 
Gleichung versteht: 
o’W SE 2 z(2—a)+y(y—b) 


5179 u 0° 








Bemerkt man, dass 
oe ,%e _ 2 _a-d+Wy-b 
y % e" 








ist, so folgt 
o(W—o) FRA hr: _ _a&@-a)+by—b) 








(32.) or’ öy’ 1 p’ 
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Verlegt man zur Vereinfachung den Anfangspunkt der Coordinaten in den in- 
dueirenden Pol, indem man 
z-a=$, y-b=n c-3={ 
setzt, so überzeugt man sich leicht, dass die Gleichung (32.) durch das Integral 
/« + b 
33) Wort 


befriedigt wird, woraus sich ferner IRRE 

15 +bn ü 
e@+D ) 
Für das gegenwärlige Problem ist nur Ein obere Vorzeichen zulässig. in- 
dem NV die Eigenschaften einer Potentialfunetion besitzen, d. h. im Innern des 
Leiters überall endlich und stetig bleiben und für <=» oder „= x nebst 
seinen Differentlialquotienten verschwinden muss. Es ist leicht ersichtlich, dass 
der Werth 


\ IWW 
= Rnku re — Anku 3 EIER Ben | 


1 E - -br ) 
(% k N 1 —— ag ' 7 
(34.) V = 2nku ! Pema 


/% 


nicht nur für jeden inneren Punkt den Gleichungen (27.) und (28 *.) genügt. 

sondern auch die soeben angegebenen Eigenschaften besitzt, so lange T von 

Null verschieden ist, d. h. so lange sich der indueirende Pol in endlicher Ent- 

fernung von der Grenzlläche des Leiters befindet, während der dem negaliven 

Vorzeichen entsprechende Werth von V für 5-0 und 7=0 unstetig wird. 
Aus (26.) folgt mit Rücksicht auf (29.) und (31.) 


Ww I a&-+bn‘ 
= Znhuk 2 (2-5, -) = 2nkuß Z- (2 














KL 
-0d (y 9W ’ Ä +b 
o = Znkuk <——( -T)= 2nkuk N — ? Er pr) 
ee De oe 0y 075 
Wie leicht ersichtlich lassen sich diese Werthe von x und ® in der Form 
schreiben 
. oO 3 any —b& 5 sun 
u— 2nkukK — (- ku. Men A — 2nkuR = | E 
02 \cy 0435 "YyeR@+gd 











bE—ı( an 
uk — are = Znkuk © irn 


oder nach Einführung der ursprünglichen Coordinaten x, y, 
oO ay— bx 

oy Ele+c—3) ’ 
bz — ay 


| 





\ ua = 2nkuK 
(35.) 





v = ®nkuk - 





oz g(l@+0—2) 





Te 
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Die Gleichung der Strömungscurven wird dann 
vede—udy = QO. 


Die Integration ergiebt 
bz — ay 


(36.) rear Yon const. 


Die in den Gleichungen (34.), (35.) und (36.) enthaltene Lösung des Problems 
kann. wie aus der linearen Form der Differentialgleichung für V hervorgeht. 
unmittelbar auf eine beliebige Anzahl von Polen ausgedehnt werden. Man 





erhält: 
we ee eye 
A 0 0(+c—2z) (> 
| ‚oW 
ua= —Rnkl 3, 
35.) 99 
N 2 
r2nkK- - 
wenn 
Br ze ay) 


e@+c—3) 
gesetzt wird, woraus sich die Gleichung 
(36*.) 7’ = const. 
für die Strömungscurven ergieht. 
6. Im Falle eines inducirenden Poles kann man zur Vereinfachung 
die Axe der X durch den Pol legen, wodurch b=0 wird, und man erhält. 


wenn die Coordinaten &, 7, € eingeführt werden, 











‘ 3 6, ‘ T "Ro - 
| — Ankukha — n — — BnkukKa erezH B' 
(37.) on elE+% J o’(o+L 
(OL. ( 
\ s ER . N sn(2e 75) 
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05 0(04-5) o’(e+ 5) 


worin a die Entfernung des Pols von der ERDE bezeichnet. Die 


Gleichung der Strömungseurven wird 





. N 4 
N DE 


Es ergiebt sich daraus zunächst das bemerkenswerthe Resultat. dass 


die Form der von einem einzigen Pol inducirten Strömungsceurven von der 
Entfernung des Pols von der Umdrehungsaxe unabhängig ist, während. wie 
die Ausdrücke (37.) zeigen, die Stromdichtigkeit dieser Entfernung pro- 
portional ist und für «= 0 verschwindet. Die Gleichung (38.) stellt ein System 
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von Curven vierten Grades dar, von welchen jedoch nur diejenigen Zweige 
dem Problem entsprechen, welche dem positiven Werth von 
EEETTTE 

angehören. Die Strömungen erfolgen in zu den Grenzflächen der Scheibe 
parallelen Ebenen; der Parameter & charakterisirt die ganze der Ebene {= c—z 
angehörige Schaar von Strömungscurven, während die Constante € sich inner- 
halb einer Ebene von einer Curve zur anderen ändert. Das nach der Glei- 
chung (38.) construirte System der einer Ebene angehörigen Strömungscurven 
ist auf der beigehefteten Tafel dargestellt, indem dabei die Entfernung des 
indueirenden Poles von der Ebene der Zeichnung in einer willkürlichen Ein- 
heit gleich 0,5 angenommen und durch die Linie AB angegeben ist. 

Da © für 7=0 verschwindet, so folgt, dass keine Curve die S-Axe 
schneidet. Der Nenner des Ausdrucks (38.) ist immer positiv; es entsprechen 
also positiven Werthen der Constante C nur positive und negativen nur ne- 
gative n. Ist C=0, so ist für jeden Werth von 5 auch „=0 und die 
diesem Werth von C entsprechende Curve redueirt sich auf die 5S-Axe. Die 
gleichen aber entgegengesetzten Werthen von C entsprechenden Curven sind 
symmetrisch in Beziehung auf die Axe der S. Jede einzelne Curve ist 
symmetrisch in Beziehung auf die Axe der 7, indem ihre Gleichung nur S 


« 


enthält. Mit Ausnahme der Curve C=0O sind alle Curven geschlossen, denn 


nm 


da für reelle Werthe von £ immer ist, so muss der Werth des Quo- 


tienten (38.) mit wachsendem o bis unter jede angebbare Grösse herab- 
sinken. Ebenso ist ersichtlich dass »; für ein gegebenes C nicht unter eine 
bestimmte Grenze sinken kann. Dem grössten und kleinsten zulässigen Werth 
von oe und 7 entspricht $=0. Jede Curve schneidet also die Axe der 7 in 
zwei reellen Punkten und alle Curven schliessen sich um zwei auf dieser Axe 
in gleicher Entfernung von der S-Axe gelegene Punkte, für welche C ein 
Maximum oder „=0, e=Ö ist, und welche der Kürze halber Wirbelpunkte 
genannt werden sollen. Zur Bestimmung der Coordinaten dieser Punkte hat 


man die Gleichungen 
Sn (Re+{S) = 0, 

ele+s) = RE+L). 

Da go immer positiv ist, so kann in Folge der zweiten Gleichung 7 nicht Null 

sein. Es folgt also aus der ersten Gleichung $=0, mithin 0 = n?+L’, wo- 

durch die zweite Gleichung schliesslich übergeht in 


c 


4 27: 74 


- 
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woraus 
« /1 -- v5 
u 5 De un 


Der diesen Wirbelpunkten entsprechende Maximumwerth von € ist 








Grösseren positiven oder negativen Werthen von Ü entsprechen keine reellen 
Strömungscurven. 

Die Wirbelpunkte der verschiedenen Ebenen angehörigen Stromsysteme 
liegen auf zwei im inducirenden Pol unter einem Winkel von etwa 10339 
sich schneidenden Geraden. In dem Grenzfall, wo der Pol sich der Ober- 
fläche der Scheibe ins Unendliche annähert oder wo an der Oberfläche = 0 
wird. rücken die beiden Wirbelpunkte unendlich nahe an einander und die 
Strömungscurven gehen in ein System von Kreisen 

n = C(&’+m) 

über. welche die Axe der 5 zur gemeinschaftlichen Tangente haben. Es ist 
dies dasselbe System von Kreisen, welches Felieci für den Fall gefunden. wo 
der Pol in der Ebene der unendlich dünnen Scheibe liegt. Es ist jedoch zu 
beachten, dass dieser Fall in der That nur als Grenzfall zulässig ist. indem 
die elektromotorische Kraft, welche m proportional ist, für alle Punkte der 
Scheibe gleich Null wird, mit Ausnahme des Punktes <=0,. 7 = 0. wo die- 
selbe nebst dem Potential Y und der Stromintensität unendlich wird. 

Die Componenten der Wirkung eines geschlossenen Stromsysiems auf 
einen ausserhalb des Leiters im Punkte x, y, 3 befindlichen Magnetpol m sind 

















bekanntlich 
1 ! ! ! N 
ve (#— 2) — wo (y— y) 
L = mf - ; IT dz'dy'dz’, 
oo (a — 2) — ul — 2 
MM = m/f ( 3 - da'dy'dz', 
) ud — yv)—-vV (eo — x) 
N mf At > 2” > — deli ds 
oder 
03 o oO 0@ z oa Ö 
L == m( d. ne = 5 M' _ m( d W N ): N - m un. rien op “ 
03 oy/' Ox 03 / oy oX 


wenn den Integralen @, 9, y für äussere Punkte dieselbe Bedeutung beigelegt 
wird, wie früher für innere Punkte. Im gegenwärtigen Fall ist 


v=d. 
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Selzt man 
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und 
oo V—L ,. Fa 
(4) R=-— se — 2ukchaf Fh VAR N > ds’ dn'dE', 
Pi (+9) 
’ a ’ ’ ’ N . . 
so wird durch theilweise Integration, indem 5@-+%) im Unendlichen ver- 
vr» 


schwindet, 
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Es stellt also R das Potential derjenigen magnetischen Vertheilung dar, durch 
welche das inducirte Stromsystem hinsichtlich seiner Wirkung auf einen ausser- 
halb des Leiters befindlichen Magnelpol erseizt werden kann. 

Ich behalte mir vor an einem anderen Orte die in vorstehender Ab- 
handlung gewonnenen Resultate mit den vorhandenen Beobachtungen zu ver- 
gleichen und bei dieser Gelegenheit auch auf die Modificationen zurückzukom- 
men. welche dieselben durch den Umstand erfahren können, dass bei grösseren 
Rotationsgeschwindigkeiten die Inducetionswirkung zwischen den verschiedenen 
Theilen der Scheibe in merkbarer Weise hervortritt. 


Berlin. im November 1863. 















































Zur Involution. 


(Von lierrn Otto Hesse zu Heidelberg.) 


. 

W enn drei Punktenpaare aa’, bb’ und cc’ auf einer geraden Linie 
eine Involution bilden, so hat man zwischen den Entfernungen dieser Punkte 
die folgenden sieben Gleichungen: und umgekehrt, jede von diesen Gleichungen 


ist die Bedingung für die Involution, aus welcher die sechs anderen folgen. 


ab.ab'.d’e.d’e — a'b.a'b' .ac.ac — LO. 

be.be' .ba.b« —be.b’c .ba.ba' — VÖ. 

ca.ca .cb:ch' — cda.ca.ch.ch' — d. 
ab .be'.ca +a'b.b'e.ca = 0, 
ab'.be.ca'+a'b.b'd.ca — 0, 
ab.b’c'.ca -+a'b'.be.ca — VO. 
ab.b’e.ca +a'b'.be’.ca —= dO. 


Von diesen sieben Fundamentalgleichungen der Involution ausgehend 
stellen wir folgende Betrachtungen an. 

Drückt man die Entfernungen der sechs Punkte der Involution. wie 
sie in den angegebenen Gleichungen vorkommen, durch die Entfernungen :r,. 
752... 2%; derselben Punkte von einem beliebig auf der geraden Linie, auf 
welcher die sechs Punkte liegen, angenommenen Punkte aus. so werden 


oanze Functionen F der sechs 


die linken Theile obiger Gleichungen sieben g 
Grössen &ı, rs - .. %- 

Werden diese sechs Grössen x als willkührliche genommen. so ver- 
schwindet keine von den sieben Funclionen F. Sobald aber die sechs Grössen 
solehe Werthe annehmen, dass eine jener sieben Funelionen F verschwindet, 
verschwinden mit ihr auch die sechs anderen. 

Es können daher die sieben Functionen F der sechs willkührlichen 
Grössen © nur durch gewisse Facloren von einander unterschieden sein. 

Diese Factoren zu ermitteln ist von Interesse, weil die Producte dieser 
Factoren und der ihnen entsprechenden Functionen F sieben identische Func- 
tionen der sechs willkührlichen Grössen x ergeben, die in der Form sich 
wesentlich von einander unterscheiden. 


23 * 
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Die sieben Functionen F der sechs willkührlichen Grössen x sind folgende: 


FF}. = (9 -323;)(2,—2%) m —8;)—X) — (&—23) 5-2) (2,85) (Cı 78); 
FF, = (—-2,) 5-2) 2.) 2) —- (0—8;)&—-%) 8-2) —8:). 
FF, = „ L— 7), a) (a) — (U—Eı) CL) (Rs). 
(1.) | F, = (2) 8-3) 0 —2;)+ (23 —%)(25—-%)(& 2%), 
| F, = (—-2,)2—2,)—2,)+ (2-20) 08-2) (0-85), 
F, = (3-2) 0 —2,)(0—X;) + (0%) — 23) — 86)» 
F, = (2) %—2,)0—2)+ (u) 2) 85). 


Ein bekannter algebraischer Satz lässt sich in dem speciellen Falle. 
der hier eine Anwendung findet, so wiedergeben: Wenn man mit ,, 713, ... 7 
die Producte der Differenzen von irgend 6 Grössen x bezeichnet: 
7, = (BB) 3) (m), = (m) 85) (286); 
1, = (2-2) ax) (5). 
wenn ferner p(x) irgend eine ganze Function von x des vierten Grades ist, 
so hat man identisch: 


. + =/0. 
gt zı r TT. 


l 2 6 
Wenn man für die ganze Function des vierten Grades setzt: g(x) = (2-ıx,) (a-x;)”. 
so verschwinden die beiden ersten Glieder in der angegebenen identischen 
Gleichung. Vereiniget man die beiden folgenden Glieder ebenso wie die 
beiden letzten, so erhält man nach Unterdrückung der gleichen Factoren: 
F F. 


34 a 56 ü 


IC DIR IC» WERE ICh 


..—z, ..—a, 


In dieser identischen Gleichung kann man auch x, und x, mit x, und «x, oder 
mil z; und x, verlauschen, weil diese Vertauschungen erlaubt sind in der 
identischen Gleichung, aus welcher sie hervorgegangen ist. Auf diese Weise 


erhält man: 
F F F,, 


12 Pk 34 dt ! z 


u D, Ti T,— X, 








Seizt man. um auf die anderen Functionen F zu kommen, 1 —.ı = &, 
so wird: 
IT 


x —ıT, € 





ıW, 2,7 2 I, -7, +2/(@,-%,)(®, =D, 100, HER, -T, +, 2, \2,-%,) i 





Entwickelt man nach Potenzen von & und dividirt durch &, so wird die rechte Seite 
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—-; +24: —2,)m—ır,) 
1-9 + +2); —2;,),— x) 
und wenn man den Werth von e=x2,— x, wieder einsetzt: 
(m —2;)+ (2, —2,) (22 —%;) (2: — 8) 
1 —-2,)+ (9-5) —2;) (2— 2,). 
Vereinigt man die Glieder der Entwickelung, welche die Factoren (©, — r; 
und (2.—x,) enthalten, und lässt die übrigen Glieder folgen, so hat man: 





\ 


(&—2)(2:—;)(2—%) — (8) 2) 0-8) + (mL); 5). 
Setzt man dafür: 

(22-2) +8 23): 8;) 5) (9 —2,)+ 2-2), —2,) 0X; 

e 7 ui‘ VE, %L;) 

und entwickelt wieder, so erhält man: | 

(2 — 25) (&— 25) (2, — 2) — (2 — 235) (2 — x,) (0 — %;) 

+ (2 — 5) — 2) (9, — 5) — (m — 2) m —- 5) + (m 5) (0 —z,)N. 

Es zerstören sich hier die letzten Glieder, so dass nur die beiden ersten übrig 
bleiben, deren Summe gleich F; ist. 


Man hat daher: 
F: 
2 —T, 
Da aber der linke Theil dieser Gleichung ungeändert bleibt. wenn man .r, mil 
x, oder x, mit x, oder endlich x; mit x, vertauscht, so hat man schliesslich ; 
Mu __B 
(2.) x —ıT, ,—ıT, .—ı, 
= N — = F, = — PP, = =. 
Um eine Anwendung von diesen Formeln zu machen, stellen wir. 


unter der Annahme, dass die sechs Grössen x beliebig gegeben seien. die 





Gleichungen auf: 
oe 2)(e—-2)(P—-%)(P-2)—- (a 2,)(e—-%)(P—zı)(P— 2) = 0. 


\ 


2) 
(3.) (e—2,)(@— 8%) (P— 25) (P— 2) — (a —;)(a— 5) (P—-2:)(P—- 23) = 0, 
(a —38,) (ea —2,)(P— 2) (P—- 8) —- (a) (ea — 1) (P—-2)(P—x,) =. 
Diese Gleichungen gehen in einander über, wenn man für den Index 6 den 
Index 1 setzi und die übrigen Indices um eine Einheit erhöht. 
Von diesen Gleichungen ist ferner eine die Folge der beiden anderen. 
Denn multiplieirt man dieselben auf einander folgend mit den Factoren: 


(23) (PB), lem) (Pf), (a3) ) 
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und addirt. so sieht man, ohne die Producte aufzulösen, dass man identisch 
Null erhält. 

Es brauchen daher nur zwei von den drei Gleichungen (3.) erfüllt zu 
sein, die dritte wird von selber erfülll. Da aber zwei von diesen Gleichungen 
durch gewisse Werthe von « und 5 immer erfüllt werden können, so erfüllen 
auch die durch diese beiden Gleichungen bestimmten Werthe der Unbekannten 
die dritte Gleichung. 

Jede der drei Gleichungen ist die Bedingung für die Involution von 
sechs Punkten auf einer geraden Linie und die drei Gleichungen selbst drücken 
analytisch den Satz aus: 

„Wenn irgend sechs Punkte 1, 2,... 6 auf einer geraden Linie ge- 
„geben sind, so giebt es immer ein Punktenpaar af, welches gleichzeitiy 
„mit den beiden Punktenpaaren 12 und 45, mit den beiden Punktenpaaren 
„23 und 96 und mit den beiden Punktenpaaren 34 und 61 eine In- 
„volution bildet.” 

Dividirt man jede von den Gleichungen (3.) durch e—P, so erhält 


man mit Rücksicht auf (2.): 


2) \ f » » f 2 » 8 » / ) \ f 2) » \ 4 ande 
(a > sr 0) (Ad 5 7 1) \ [? & 4) 6 (A l ?) (A 4 u A 2) (@& ei T;) nn V. 
N » v\f 0) » f \ ) \ 4 Bi » \ [ » — 
(4.) (3-0), - 2) P-5)+(m—P)a;—2;)(e a) = 0, 
f » 4 5 f J » | e » 3 [ » » h [ 3 ne 
(,— 0) —-2)(P-)+ 5 —-P) u —-z,)(e—zı) = O0. 


In dieser Form sieht man es den Gleichungen nicht mehr an, dass sie 
einzeln mit den angegebenen Factoren multiplieirt und addirt identisch Null geben. 
Wir legen darauf auch weiter kein Gewicht, behalten aber die Eigenschaf! 
dieser Gleichungen im Auge, dass die Werthe von « und 3, wie sie sich 
aus zwei Gleichungen ergeben, auch der dritten genügen. 

Wir wollen nun untersuchen, wie die Werthe von @ und £ sich aus 
zwei von jenen Gleichungen ergeben. 

Entwickeln wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (4.), so nehmen 
sie die Form an: 

A,eß+B,(e+P)+0, = 0, 
(5.) A,0oP+B,(a+P)+C, = 0, 
A;aP+B,(a+P)+C, = 0, 


in welcher die 9 Coefficienten A, B, C gewisse Funclionen der sechs gege- 


benen Grössen x bedeuten. 
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Es sind dieses lineare Gleichungen, wenn man die Grössen @-+/ und 
ce als die Unbekannten betrachtet. Löset man zwei Gleichungen nach den 
Unbekannten auf, so erhält man Gleichungen von der Form: 

a+P=A, oß=B, 
und man kann daraus eine quadratische Gleichung bilden: 


6) re 


deren Wurzeln die gesuchten Grössen @ und /? sind. 

Die Gleichungen (5.) sind in Rücksicht auf die Unbekannten (@-- 9 
und 0/5 lineare Gleichungen, welche für ein bestimmtes Werthsystem der 
Unbekannten zugleich erfüllt werden. Man kann deshalb drei Factoren o,. 
0» 0; der Art bestimmen, dass, wenn man die Gleichungen mit diesen Fac- 
toren einzeln multiplieirt und hierauf addirt, die Summe unabhängig von den 
Werthen der Unbekannten identisch verschwindet. 

Diese Eigenschaft behalten auch die drei folgenden Gleichungen bei. 
welche aus (5.) dadurch hervorgehen, dass man für (@+/) setzt 2 und für 
ep setzt a 
REES — (, 

(T.) ' Ax&°+2B,2+6G = 0, 

a z+2B,c+0, =d. 


Diese Gleichungen bestehen aber nicht mehr zugleich, wie die vor- 
hergehenden, aus welchen sie auf die angegebene Art hervorgegangen sind. 
Wollen wir daher die hervorgehobene Eigenschaft derselben, dass sie einzeln 
mit den Factoren @,, 9. 0; multiplieirt und addirt identisch Null geben, weiter 
verwerthen, so müssen wir sie einzeln geomelrisch inierpreliren. 

Die erste Gleichung (5.) ist die Bedingung, dass die Punktenpaare 
r?, 12, 45 eine Involution bilden. Durch diese eine Gleichung ist das erste 
Punktenpaar «/ nicht bestimmt, wenn die beiden anderen Punktenpaare ge- 
geben sind. Für jeden Punkt & giebt es einen entsprechenden Punkt >. 
Man kann daher nach der Lage des Punktes « fragen, dessen entsprechender 
Punkt $ mit dem Punkte « zusammenfäll. Wenn wir diese beiden Lagen 


des Punktes « als ein Punktenpaar auffassen, so ist die erste Gleichung (7.) 
der analytische Ausdruck dieses Punktenpaares. 
Wir bringen nun den bekannten Satz in Erinnerung: Wenn auf einer 


geraden Linie zwei Punktenpaare gegeben sind, so giebt es unendlich viele 
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Punktenpaare, welche mit den gegebenen eine Involution bilden, aber es giebt 
nur zwei Punkte, in welchen eins von diesen Punktenpaaren zusammenfällt und 
diese beiden Punkte sind harmonisch zu dem einen wie zu dem anderen ge- 
gebenen Punktenpaare. 

Daraus ist ersichtlich, dass die erste Gleichung (7.) dasjenige Punkten- 
paar analytisch darstellt, welches harmonisch ist sowohl zu dem gegebenen 
Punktenpaar 12 als zu dem gegebenen Punktenpaar 45. Die zweite Gleichung 
(7.) stellt ebenso das Punktenpaar dar, welches harmonisch ist zu den Punk- 
tenpaaren 23 und 56. Die dritte Gleichung (7.) endlich ist der analytische 
Ausdruck für dasjenige Punktenpaar, welches harmonisch ist zu den Punkten- 
paaren 34 und 61. 

Um nun die oben hervorgehobene Eigenschaft der drei Gleichungen (7.) 
seometrisch zu verwerthen, benutzen wir den bekannten Satz: Wenn drei 
quadratische (Gleichungen mit einer Unbekannten analytisch drei Punktenpaare 
auf einer geraden Linie darstellen, so bilden die drei Punktenpaare eine Involution 
unter der Bedingung, dass die Gleichungen mit gewissen constanten Factoren 
maultiplieirt und addirt identisch Null geben. Hiernach bilden die drei durch die 
Gleichungen (7.) dargestellten Punktenpaare eine Involution. und wir haben 


den 9alz: 


„Wenn irgend sechs Punkte 1,2, ... 6 auf einer geraden Linie ge- 
„geben sind, und man construirt drei Punktenpaare, von welchen das erste 
„harmonisch ist zu den Punktenpaaren 12 und 45, das zweite harmonisch 
„zu den Punktenpaaren 23 und 96. das dritte harmonisch zu den Punkten- 
„paaren 34 und 61. so bilden die drei construirten Punktenpaare eine 


„“Ineolution'. 


Da man die sechs auf der geraden Linie gegebenen Punkte 1, 2,...6 
auch beliebig mit einander vertauschen kann, so erhält man durch diese Ver- 
tauschungen nach dem ersten Satze 60 verschiedene Punktenpaare «5 und nach 
dem letzten Satze 60 mal drei Punktenpaare, welche eine Involution bilden. 

Man wird bemerken, dass diese beiden Sätze dem Pascalschen und 
dem Brianchonschen Satze vom Sechsecke, welches einem Kegelschnitt einbe- 
schrieben oder umbeschrieben ist, nachgebildet sind. Und in der That kann 
man auch ein Uebertragungsprineip angeben, nach welchem nicht nur die ge- 
nannten beiden Sätze ohne Schwierigkeit aus dem Pascalschen und dem 


Brianchonschen hervorgehen, sondern noch andere Sätze über Punktenpaare auf 
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einer und derselben geraden Linie. welche ebenso den bekannten Erweiterungen 
des Pascalschen und des Brianchonschen Satzes entsprechen. 

Wenn die sechs Punkte 1. 2 ... 6 durch eine Gleiehune vom sechsten 
Grade gegeben sind. so kann man allerdings die Punkte. von welchen die 
angegebenen beiden Sätze handeln, nicht mehr durch algebraische Gleichungen 
‚ational ausdrücken; aber diese Sätze machen auf gewisse unsymmelrische Re- 
lationen der Wurzeln aufmerksam, die für die Algebra der Gleichune des 
sechsten Grades nicht ohne Bedeutung sind. 


Heidelberg, im December 1863. 
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Bemerkung zu Jacobis Beweis für die Anzahl der 
Doppeltangenten. 





(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 













Der schöne Beweis, welchen Jacobi für die Anzahl der Doppel- 
tangenten einer algebraischen Curve geliefert hat, wird, wie ich glaube. im 






Allgemeinen nicht in demjenigen Grade gewürdigt und gekannt, als er es 





verdient: und es liegt dies vielleicht an der Darstellung. welche in einzelnen 






Punkten nicht so symmetrisch ist, als man es heute bei durchgängiger An- 






wendung homogener Coordinaten zu verlangen pflegt, und welche namentlich 






an einer Stelle den einfachen Grundgedanken ein wenig verdeckt. Ich habe 






versucht. für meine Vorlesungen an der hiesigen Universität, diesen Beweis 






elwas zu modifieiren, und ich glaube, dass dadurch der Grundgedanke des- 





selben klar und einfach hervortritt. 







Sei x der Berührungspunkt einer Doppeltangente der Curve »'“" Ord- 





nung 2=0, und y ein Punkt, welcher gleichzeitig auf der Tangente von x: 












1) wytayptıyp = (0. 





‘ 1 ou } ER . 

(m, z )- und auf einer beliebig gewählten Geraden 
(2.) CYı op +CGY = 0 

sich befindet. Stellt man dann « symbolisch durch 


(a0, ++ 0323)" 


dar, so ist die Bedingung dafür, dass « Berührungspunkt einer Doppeltangente 
werde, diese, dass die aus der Gleichung 


(3.) (u (a, E= d; %+4;2;) % j (a, Yı +4, Y: —- 4, %;))" — 0, 


nach Absonderung des Factors 4° gebildete Discriminante verschwinde. 
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Eliminirt man nun die y mit Hülfe von (1.), (2.). so erhält man 
aus (3.): 


d, un C 
(4.) u (a, Ti + m+4, 25) +4 ds Yun m => 0. 
dz Hz Cz | 





Die fragliche Diseriminante sei F(x,c)=0; es ist zu beweisen. dass aus 

dieser Gleichung sich der Factor 2, +0%-+c;2,; so oft muss absondern 

lassen. dass die e im Rest nicht mehr vorkommen. Dass der übrigbleibende 

Factor dann von der Ordnung (»—2)(n’—9) ist, zeigt eine Abzählung. 
Setzen wir nun 


/. 2 0 (b, Tı -r b,22 + b; x;) “ 


wo die 5b wieder ganz beliebige Grössen sind; und bezeichnen wir der Kürze 
wegen Ausdrücke wie b,2,+b,2,4 b,x; durch b. ann ist identisch 


1aı b, co u 


ob Go 
= —= aA—bB+ect. 


Az b; C3 U; 





ab ec ul 


Die Gleichung (4.),. welche man durch 
(ua+4B)" = 0 
ersetzen kann, geht so über in 
(ua-+obB)" = VÖ. 


oder mit Hülfe der soeben entwickelten Gleichung in 
((u+eA)a+eel)" = 0. 

Führt man also statt A, « die Grössen 
inte 


Ac 
- 


2 = 0C 


ein, so erhält man die Gleichung 


(Wa+4C)“ = 0, 
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welche sich von der ursprünglichen nur dadurch unterscheidet. dass die b an 
Stelle der e getreten sind. Diese Gleichung, durch 4 dividirt, giebt also die 
Und da beide Discriminanten sich nur durch eine 


Diseriminante F(xz,b) =. 
die hier — 
b 


Potenz der Transformationsdeterminante unterscheiden können. 


ist. so hat man 


F@,0)=(£).F@b), 2-00, 


diese Quotienten müssen also von den ce frei werden. was zu beweisen war. 





Giessen. den 23. Juli 1863. 
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Ueber die Anwendung der Abelschen Funetionen 


in der Geometrie. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 


Die Anwendungen, welche die elliptischen Functionen in der Geo- 
melrie bisher gefunden haben. sind. obwohl auf ganz wenige unter den mög- 
lichen Fällen beschränkt, dennoch schon zahlreich genug. um den allgemeinen 
Charakter derselben hervortreten zu lassen. Alle diese Anwendungen oehen 
von der Theilung aus, und zeigen. wie die Lösungen von vewissen in der 
Geometrie auftretenden algebraischen Gleichungen mit Hülfe der Theilung der 
elliptischen Functionen einfach dargestellt werden können. Dies ist um so 
mehr werth. als jene Gleichungen selbst ihrer verwickelten Form wegen im 
Allgemeinen sehr schwer aufzustellen sind: nicht minder aber deswegen, weil 
die eigenthümlichen Beziehungen und Gruppirungen der Wurzeln unter ein- 
ander dabei aufs klarste hervortreten. Dass Steiner in so vielen Fällen diesen 
Beziehungen nachzugehen gewusst hat. und das viele von ihm gelöste Pro- 
bleme durch die Theorie der elliplischen Funetionen erst ihre wahre analy- 
lische Ausdrucksweise finden, ist nicht die geringste der merkwürdigen That- 
sachen. welche uns bei dem Studium der Schriften dieses erossen Geometers 
mit stets wachsender Bewunderung erfüllen. 

Aehnliche Anwendungen der Theorie der Abelschen Funelionen vor- 


zuführen, ist der Zweck des gegenwärtigen Aufsalzes; und ich glaube. dass. 


— 


die darzulegenden wenigen Prineipien dazu dienen können, das Studium der 
algebraischen Curven in vieler Beziehung zu erleichtern. Dass solche An- 
wendungen bisher nicht versucht sind. obgleich wir seit sechs Jahren Alie- 
manns Theorie dieser Funelionen besitzen. ist ohne Zweifel erossentheils den 
Schwierigkeiten zuzuschreiben, welche dem Verständnisse der betreffenden 
Abhandlungen noch immer entgegenstehen, und welche auch durch die neueren 
Bemühungen jüngerer Mathematiker nicht ganz gehoben sind. Ein anderer 
Grund liegt darin, dass man bei diesen Anwendungen zu derjenigen An- 
schauungsweise der Natur dieser Functionen zurückkehren muss, welche 
Jacobi im 9'" und 13" Bande dieses Journals aufgestellt hat, und welche sich 
bei Herrn Riemann durch eine andere ersetzt findet. obwohl für den Uebergang 
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zu der Jacobischen Anschauungsweise das nöthige Material gegeben ist. Man 
kann sagen. dass bei Jacobi die gegenseitige Abhängigkeit zweier Reihen von 
gleich viel Variabeln in den Vordergrund tritt, während es sich bei Herrn 
Riemann vorzugsweise um eine Reihenentwicklung handelt. Ich werde im 
Folgenden immer von der Vorstellungsweise, wie Jacobi sie benutzt, Gebrauch 
machen. Die von der Theorie der Abelschen Functionen gemachten Aus- 
führungen (von Herrn ©. Neumann *) und Herrn Prym **)). scheinen sogar 
zu zeigen, dass dieser Jacobische Standpunkt den nothwendigen Dnrchgangs- 
punkt bildet. und dass alle Entwicklungen zuerst in der von Jacobi voraus- 
vesagten Form auftreten, selbst wenn man, wie Herr Prym thut, dieselbe zu 
vermeiden bestrebt ist. 

Die geometrischen Anwendungen dieser Theorie, welche im Folgenden 
angebahnt werden, sind so zahlreich, dass ich nur einige Fälle näher auszu- 
führen versucht habe. Diese Ausführungen beziehen sich namentlich auf die 
Theorie der ebenen Curven vierter Ordnung und enthalten unter anderen eine 
Lösung des Problems der Doppeltangenten, welche sich durch eine aus der Natur 
der Sache fliessende übersichtliche Gruppirung dieser merkwürdigen Geraden 
empfiehlt. Dabei ergeben sich fast von selbst eine Reihe von Sätzen. welche 
Hesse und Steiner im 49" Bande dieses Journals angegeben haben. und auf 
welche Hesse seine elegante Deutung der zwischen den 28 Doppeltangenten 
eintretenden Beziehungen dureh die Verbindungslinien von 8 Punkten im Raume 
vegründel hat. Ks liegt in der Natur der hier angewandten Methoden, dass 
alle diese Sätze als ganz specielle Fälle von anderen, sehr allgemeinen, er- 
scheinen. welche nicht bloss für ebene Curven beliebiger Ordnung. sondern auch 


für alle doppelt gekrümmten Curven in gleicher Weise ihr Geltung behalten. 





u 3 
Zusammenhang einer Curve 2" Ordnung mit einer Ulasse von Abelschen Integralen. 

Jede algebraische Gleichung F(s, 3) = 0. vermöge deren s als Function 
von 3 bestimmt ist. begründet nach Herrn Riemann eine Classe von Abel- 
schen Integralen. Aus den überall endlich bleibenden Integralen, welche man 
dabei erhält, selzen sich die Argumente von 9-Functionen auf lineare Weise 


zusammen. Nimmt man die p Argumente einer #-Funetion als bekannt an. 





Die Umkehrung der Abelschen Integrale, Halle 1863, 
Iheoria nova ff. ultraellipticarum, Diss. Berlin 1863. 
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so entsprechen denselben p Werthe von z, welche die oberen Grenzen der 
eonstituirenden Integrale bilden; und dieselben, oder irgend welche algebraische 
Funetionen derselben, bestimmen sich als Wurzeln einer Gleichung p"" Grades. 
deren Coeffhicienten sich aus 9-Functionen rational zusammensetzen. Die Zahl 
p wird mit Hülfe der Formel 
= > n—1)*) 

gefunden; dabei ist » der Grad, bis zu welchem s in der gegebenen Gleichung 
ansteigt, w aber die Zahl der Werthsysteme, für welche F'(s)= 0, ohne dass 
Fiz)=0. Dabei wird vorausgeselzi, dass für diejenigen Werlhsystieme. wo 
F(s)=0 und F'z)=0, nicht F"(ss). F"(z2) — F"(sz)’ =0 sei. 

Herr /remann legt die Gleichung Fils, z)=0 zu Grunde in der Form. 
dass, wenn man die Gleichung nach Polenzen von s ordnet, jeder Coeffieient 
von gleich hoher Ordnung für z sei. Für die geometrische Anwendung ist 


es zweckmässig, eine andere Form als allgemeine Grundform zu betrachten. 
nämlich diejenige, welche durch Substitution von — 1-2 2 für 2. 
u 4 


ax +0,20, 4 04,r. “ . j a j . j ; 
ı 7 2223 für s in eine homogene Function »'” Ordnung der drei 


ß, LT, Ey P,X, 7 PX, 


Veränderlichen &,. 2,, x, übergeführt werden kann. wo die a, b, @, 7 be- 





liebive Constante bezeichnen. 
Sei die so entstehende Gleichung 


5) fa) 
die Gleichung einer Curve »'" Ordnung. Die Reduction dieser Gleichung auf 
die Form 
(2) F(s,2) = 0 


mit Hülfe der Gleichungen 


(3) (0 +% m +42)+23(b,,+b»2.+b,2;,) = V. 
Jr 


entspricht dann der Darstellung der Curve als Durchschnitt entsprechender 
Strahlen der Büschel (3.), in denen s, z die veränderlichen Parameter bilden. 
Untersuchen wir, wie gross die Zahl w hienach wird. 

Wenn F’s=0, ohne dass F'z=0, so hat die Gleichung z zwei gleiche 
Wurzeln; zwei aufeinanderfolgenden Strahlen des ersten Büschels entspricht 


(+90 +023)+s(Pırı+ + P;0) = 0 


*) Band 54 dieses Journals p. 129. 


25” 
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einer des zweiten. Mit anueren Worten, ein Strahl des zweiten Büschels 
wird Tangente der Curve. Der Fall F"s=0, F"s=0 ete. ist leicht zu be- 
die Tangente berührt dann in höherer Ordnung. Aber dies 





rücksichtigen; 
kann nur für besondere Werthe der a, b, «, P eintreten. 
Wenn F’(s)=0 und F'(z)=0, so ist auch 











ee re 


oX, or, : or, 
die Curve hat dann einen Doppelpunkt. Dass die Bedingung 
F"(ss).F'(z22)—F"(sz)' = 0 
ausgeschlossen ist, bedeutet, dass kein Doppelpunkt ein Rückkehrspunkt werden 
solle *). 
Isi also die Zahl der Doppelpunkte gleich d, so hat man nach einer 
bekannten Formel für die Zahl der Tangenten, 


w= n.(n—1)—Rd. 





Daher 
(4) p>= er ee 


Dieses ist also die Zahl, welche die Classe der zu einer Curve x" Ordnung 





vehörigen Abelschen Funclionen angieht. 

So entsprechen die elliptischen Funelionen (p=1) den allgemeinen 
Curven dritter Ordnung, den Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunk- 
ten ele.; die erste Classe der Abelschen Transcendenten den Curven vierter 
Ordnung mit einem Doppelpunkt, oder denen fünfter Ordnung mit vier Dop- 


pelpunkten ete.; die folgende Classe (»=3) den allgemeinen Curven vierler 


Ordnung elec. 
Nach der Theorie der Abelschen Functionen findet man z mit Hülfe einer 


Gleichung p"" Grades durch #-Functionen ausgedrückt. Die erste Gleichung 


3.) lehrt also, wenn diep Argumente der 6 als bekannt vorausgesetzt werden. 
eine lineare Relation zwischen den Coordinaten eines Punktes kennen; das zu 
z eehörige s, dessen Ausdruck man aus dem von z und aus seinen nach den 
Argumenten der #-Funelionen genommenen Differentialquotienten ableitet. 


> 


liefert eine zweite, und man kann endlich die Coordinaten einer Curve so 
durch #-Funetionen ausdrücken. wobei, neben der allgemeinen Theorie der 


*) Diese Beschränkung lässt sich, wie es scheint, aufheben, indem man festsetzt, 


dass für jeden Rückkehrpunkt zugleich die Zahl der Tangenten um eine vermehrt 
werden solle. 
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betreffenden Abelschen Functionen, nur die Auflösung einer einzigen Gleichung 


p“” Grades gefordert wird. 
Die überall endlichen Integrale, aus denen die Argumente der 9- Func- 


tionen sich zusammenselzen, kann man nach Riemann (a.a.0. pag. 131.) und 


mit Hülfe der Gleichungen 


2,d2,—a,dı, _ a,de, —xz,de, _ 2,da,—ı,de, 


ie A 


OL, 











« 


or, Or, 


in die Form bringen: 


y_ ’ 
’g ato,0,de, 
. HRS. SEE. Ale 
=—— +0, +6- 
or, X 


OL 1 3 











wobei © eine ganze homogene Function der Ordnung »—3 ist, welche für 
die Doppelpunkte der Curve verschwindet, und wo zwischen den x die 
Gleichung f=0 bestehend angesehen wird. Die ce, welche der Symmetrie 
wegen eingeführt sind (vergl. Aronhold, Monatsber. der Berl. Acad.. Sitzung 
vom 25. April 1861), haben auf das Integral gar keinen Einfluss, indem die 
Grösse unter dem Integralzeichen in Wahrheit von denselben unabhängig ist. 
Die zweckmässige Wahl der unteren Grenzen so wie der in den © auftre- 
tenden Coefficienten hat Herr Aiemann gelehrt; ich werde beides so voraus- 


Ie— 


seizen, wie es in der zweiten Abtheilung der angeführten Abhandlung g 


seben ist. 


$. 2. 
Anwendung des Abelschen Satzes auf den Durchschnitt zweier Curven. 

Der Abelsche Satz (Band 4 pag. 200 dieses Journals) kann nun, mit 
Zugrundelegung homogener Gleichungen statt der von Abel benutzten. in einer 
Weise ausgesprochen werden, welche wichtige Folgerungen gestaltet. Ich 
werde den Beweis hinzufügen, wie derselbe sich bei der angegebenen Modili- 
cation gestaltet. 

Es sei f=0 die Gleichung einer Curve x” Ordnung, g = 0 die einer 
anderen Curve m‘ Ordnung. Es sei ferner © eine beliebige rationale ho- 


mogene Function (a—3)' Ordnung. Betrachten wir die Summe 











y_ı 
> Q: = 10,2, dr, iin 
A A 
A re 6. % 7607 
'or, ’ 04, Ox 


3 
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ausgedehnt über alle diejenigen Punkte als obere Grenzen der Integrale, welche 
das Schnittsystem von f=0, 9 =0 bilden. 

Unter dem Integralzeichen genügen die x keineswegs der Gleichung 
y=0, sofern dieselbe eine bestimmte Curve repräsenlirt; aber wir können 
die Gleichung 9 = 0 bestehend annehmen, indem wir ihre Coefficienten als 
Variable einführen, welchen erst in den Grenzen die betreffenden gegebenen 


Werthe beizulegen sind. 


Multiplieirt man nun unter dem Integralzeichen Zähler und Nenner mit 


. o i el . . . . . » ® .. ® 
ZS+k, SZ 2; wo die 4 beliebige Grössen sind. so findet man im Zähler die 


ei 3 


Determinante: 


ko, zh,2, Sh,de, | 
np ’ np | 
oO oO © | 
ui, ir: 
OT ; OT ; ; or, | 
. ! } | 
_ of CO Ci 
2. u. za 
OL, ; Or, ’ Or, 








Von den Elementen dieser Determinante verschwinden drei; das letzte wird 
gleich —dy, wenn Jy dasjenige bedeutet, was aus g durch Differentiation 
der Coefficienten entsteht; und man hat endlich als Werth der Determinante: 





FE | 
at, Eu . k, T;. dy r 


ı 


so dass die gesuchte Summe übergeht in 


N kt. 
>> | 0: ne ge» Ip. 
S+h 


or, 0%, 











Hier sind jetzt die Incremente der einzelnen Coelfficienten von y in rationale 
Functionen der Coordinaten der verschiedenen Punkte multiplieirt, welche den 
Gleichungen f=0, 9=0 zusammen genügen. Sämmtliche Punkte kommen 
in diesen Functionen symmetrisch vor; man kann dieselben daher als ratio- 
nale Functionen der Coeffieienten von f und g darstellen; und indem man 
nach letzteren integrirt, erhält man, neben rationalen Functionen der Coel- 
fieienten nur logarithmische und Kreisfunctionen von solchen. Dies ist der 
Abelsche Satz. 

Bemerken wir nun insbesondere, dass, wenn © zugleich eine ganze 
Function ist, die Summe der unter dem Integralzeichen stehenden Functionen 
immer verschwindet. Indem man nämlich das von Jacobi (Band 14 dieses 
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Journals p. 286) ausgesprochene Theorem auf homogene Gleichungen anwendet. 


und zugleich bemerkt, dass, wenn f=0, 9 —=0, auch: 


of op ef op of op of 0 of © of ©g 


or, 0X, Or, 00, 02, Om, 0% 08%, _ 02, 0%, ox, 0x, 








D U, Tv, 


so erhält man die Formel: 





» 1 * . ’ . ' 
rS 2 (k D, hm, +hw, 3 2 0 
of 0% ö 
vun du 
u or, OL, 


wo 2 eine ganze homogene Function der Ordnung m-+»—3 ist, und wo die 
Summe sich auf alle Werthsysteme bezieht, welche den Gleichungen f=0. 
= gleichzeitig genügen. Da nun 9.dy von der Form 2 ist, sobald ©. 
welches von der (a —3)"" Ordnung war, eine ganze Function bedeutel. so 
wird die obige Integralsumme dann constant, d. h. von den Coeffieienten von 
y unabhängig 

Man hat also folgenden Salz: 


Bedeutet f=V die Gleichung einer Curve n’” Ordnung, und wird 


. 3Ttc 2,4, 
() , pn 7 E — ‘ . a 
A: ; of 
R =—+6,- + c, - 
#Fn - OL, 5 ( D, 


in welchem © eine homogene Function (n— 3)” Ordnung ist, so gebildet, 
dass man die x durch die Gleichung f=V von einander abhängig macht, 
so ist die Summe aller Werthe des Integrals für die Schnitlpunkte von 


f=0 mit einer anderen Curve g=0O (m’” Ordnung) als Aggregat von 


das Integral 








rationalen und von Logarithmen rationaler Functionen der Coefficienten 
von darstellbar: insbesondere aber ist diese Summe von den Coefficien- 


ten von p wnabhängig, sobald © zugleich eine ganze Function ist. 
l.n—2 


. 4 “ . N Be . 2. . 
Da ©, wenn es eine ganze Function ist, noch 5 willkürliche 





Coefficienten enthält. so erhält man hieraus ebensoviel einzelne Gleichungen. 


se! 


welche Summen von m» Integralen Constanten gleich geben. Diese - E 2 


Gleichungen enthalten in keiner Weise die Coefficienten von g; sie sind daher 
überhaupt die Bedingungen dafür, dass m» Punkte einer Curve »“ Ordnung 
auf einer Curve m‘ Ordnung liegen. Ist m — nr, so ist bekanntlich die An- 
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' 7 n—1.n—2 i 
zahl der hierzu erforderlichen Bedingungen genau gleich 5 *); ist aber 


m kleiner als », so ist die Anzahl der erforderlichen Bedingungen: 





m.m--3 


MN — . 
2 J 


und da 











ug . 


( un nd ei n—m—1.n— m—2 
2 2 


Mn — ——, = 
so ist auch noch für m = n—1. m =n—?2 die Anzahl der erhaltenen Gleichun- 
een der Anzahl der erforderlichen Bedingungen gleich. Ist m <n—?2, so 
wird die Zahl der Bedingungsgleichungen grösser; dieselben können aber 
nicht aufhören mit einander verträglich zu sein, und die hinreichende Anzahl 
von Bestimmungen zu erselzen. 

Wenn die betrachtete Curve keinen Doppelpunkt besitzt, also im All- 
semeinen, bestehen die durch das Theorem gegebenen Gleichungen nur zwischen 
überall endlich bleibenden Integralen, wie sie bei der Bildung der Argumente 
der @-Funetionen gebraucht werden. Dieser allgemeine Fall soll zunächst 
behandelt werden. Existiren Doppelpunkte, so sind in ebensoviel Gleichungen 
die Integrale nicht mehr unter diese Categorie gehörig. 


Bestimmung der Constanten des Abelschen Satzes, und Umkehrung des Satzes über 
die Schnittpunkte algebraischer Curven. 

Selzen wir im Folgenden voraus, die Curve besitze keinen Doppel- 

punkt. Aus diesem Fall können alle anderen als specielle abgeleitet werden. 


” n—1.n—?2 nz ' ’ . 
Wir haben p = ——57—3; die überall endlich bleibenden Integrale bezeich- 


nen wir durch 


„ Vu Euer 


und unterscheiden das verschiedenen Punkten angehörige durch obere Indices. 
Die x sollen so bestimmt sein, wie sie Herr Riemann zur Bildung der Ar- 
sumente der 4-Funclionen verwendet; dadurch sind einerseits die unteren 
Grenzen bestimmt, andererseits ist festgesetzt. welche Veränderungen die 
„» durch Aenderung des Integrationsweges erfahren. dass sie nämlich bei 
gleichbieibender oberer Grenze dadurch nur übergeführt werden können in 


“) Jacobi, dieses Journal Band 15. pag. 285. 
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das System: 


U A, U, +4, . . . A, a A, Mr 


wo. wie immer im Folgenden, die A ein System der Form 


A, = min auf tan pt "4,9, > 
(5. As MN + Gyr tn + "+ 0,0); 
A, = minta.gıtaag+""+Qa,0 


bezeichnen. In diesen Ausdrücken sind die «a durch die Curvengleichung oe- 
geben, die m, g aber bedeuten ganze Zahlen. 
Die Gleichungen des Theorems gehen dann in folgende Form über 


' (2) (mn) Ren 
U ru, a u jı» 
\, WE a 
‚p L. Se. Fe ee rw, - 72° 
(6.) r 
) 
| ko; Er L\ (mn) re 
A, U, |... U, — Y: 


Da die Curve m” Ordnung aus m Geraden bestehen kann. so muss ınan 
jede dieser Gleichungen dadurch bilden können, dass man die m entsprechen- 


den Gleichungen addirt, welche für m = 1 bestehen. Man hat daher. wenn 


Ci» Cr» ».. ec, die zum=1 gehörigen Constanten 7 bedeuten, sogleich 
=, zn -:.. WE: 


Die Constanten e sind dann nicht blos von den Coeffieienten sondern auch von 
dem Grade der Curve g=0 unabhängig. Ich werde jetzt zeigen. dass die 
c sämmtlich gleich Null gesetzt werden können. 

Hiezu führt die Betrachtung des Falles m =n»—3. Herr Riemann 
nämlich hat a. a. O. p. 148 bewiesen, dass ein System der obigen Art con- 
gruent mit lauter Nullen ist, sobald es ausgedehnt wird über die gemein- 
schaftlichen Lösungen von f=0 mit denjenigen Gleichungen, deren linker 
Theil aus den Zählern der in den « integrirten Functionen linear zusammen- 
geselzt ist, etwaige Doppelpunkte ausgeschlossen, welche hier von vorn her- 
ein nicht vorkommen. Nun ist eine lineare Funetion der Zähler der integrir- 
ten Ausdrücke eine allgemeine homogene Function (2— 3)" Ordnung (9): 
für m=n—3 ist also (a—3)c,=0, also immer c,=0. Man hat daher fol- 
senden Satz: 

Bildet man die überall endlichen Integrale mit den von Herrn Rie- 
mann angegebenen unteren Grenzen, und bildet die Summen solcher In- 
Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft3. 26 
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tegrale für die Durchschnittspunkte der Curve f=0 mit einer anderen, 
so ist das System der erhaltenen Integralsummen jederzeit einem System 
ron Nullen congruent. 

Dieser Satz gestattet die Umkehrung und lautet dann so: 

Sobald die Summen der über m.n Punkte ausgedehnten überall endlichen 
Integrale Null sind, liegen die m.n Punkte im Durchschnitt einer Curve 
m“ Ordnung mit der Curve n'” Ordnung. 

Die Differentialgleichungen nämlich: 


4 N (2) (mn) 
du, +du + +du = (, 
(1) (?) ’ (mn) 
du +du + +de = Ö, 
du + du + + dal = 0 


werden durch p algebraische Gleichungen, welche der Abelsche Satz giebt, 
vollständig integrirt. Die p Integrale enthalten p willkürliche Constanten. Da 
die Differentialgleichungen ferner durch solche algebraische Gleichungen in- 
tegrirt werden, welche aussagen, dass die ma» Punkte auf einer Curve m“ 
Ordnung liegen, so müssen diese letzteren aus jenen durch eine specielle Wahl 
der willkürlichen Constanten ableitbar sein, und wenn man solche Werthe der 
Constanten festhält,. so müssen die algebraischen Integrale eben jene Gestalt 
haben. in welcher sie die m» Punkte als den Durchschnittspunkt einer Curve 
m“ Ordnung mit der gegebenen charakterisiren. Die erforderliche Constanten- 


bestimmung ist aber oben geleistet worden. 


Berührungseurven, welche durch eine Anzahl auf der Curve gegebener Punkte 
bestimmt sind. 


Mit Hülfe der entwickelten Sätze ergiebt sich leicht die Lösung fol- 
vender Aufgabe: 

Es sei m —n—?2; auf der Curve n“” Ordnung sind mn—pr Punkte 
beliebig gegeben; man soll durch sie eine Curve m’ Ordnung legen, welche 
die Curve n’ Ordnung in p Punkten r-punktig berührt. 

Diese Aufgabe ist lösbar, wenn m — n—2. Sie ist auch bestimmt, 
wenn m=2»—?2 oder m—=n—1l. Denn in beiden Fällen ist die Anzahl der 
gestellten Bedingungen, nämlich m» — pr+p(r—1) gleich der Zahl der in der 
Curvengleichung enthaltenen Constanten. Ist m Sn, so ist die Zahl der Be- 


dingungsgleichungen (ma —p) nach einem bereits erwähnten Satze eben aus- 
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reichend. um das Punktsystem zu bestimmen, welches die Curve m" Ordnune 
mit der Curve »"“' Ordnung gemein haben muss; aber es erfüllt sodann die 
gestellten Bedingungen jede Curve m' Ordnung. welche durch die gefundenen 
Punkte hindurchgeht. 

Seizen wir der Kürze wegen mn —pr=4. Von den Schnittpunkten 
beider Curven sind dann 4 gegeben, von den übrigen pr sollen je r zusam- 
menfallen. Die Summen entsprechender Integrale. welche den gesuchten Be- 


rührungspunkten zugehören, seien ©,, ®, ... ©,: die Gleichungen (6.) nehmen 
dann die Gestalt an: 
ai ar A ı „(9 
m = — (U TU u Khan 2 u )» 
wei ! ’ (2) | (4) 
m u (93 u u, Fe ul + 4 ) ’ 
14 e (2) ! (A). 


r.. = —s,+ 


Die rechten Theile dieser Congruenzen sind gegeben; durch Division mit r 
findet man, indem man der Allgemeinheit wegen rechts ein willkürliches System 
der A, durch r dividirt, hinzufügt: 








! 
i „u. 77 A, 
a A er u nd a 
1 r 
(2 (4) 
u, u, u, A 
\ “ E— en 2 
N: - Aa en , 
/ gr 7 
(4 
u — u‘ 4 er | 
ia p p p 
e ee a 
a r r 


Bildet man jetzt die 4, deren Argumente eben diese e sind, und die zuge- 
hörige Gleichung p'" Grades, so findet man durch Auflösung die p Punkte. 
welche in den » als obere Grenzen vorkommen, d.h. die » Berührungspunkte. 
wodurch die Aufgabe gelöst ist. 

Die A enthalten die 2p Zahlen m, q, denen noch alle Werthe von O 
bis r—1 beigelegt werden können. Die Anzahl aller Lösungen des Problems 
ist daher r””. 

Die r’” Systeme von je p Berührungspunkten haben eine sehr merk- 
würdige Lage gegen einander. Unterscheidet man r solcher Systeme, von 
denen auch mehrere gruppenweise zusammenfallen können, durch beigesetzte 


obere Indices, und addirt die entsprechenden Gleichungen (7.), so erhält man 
26 * 

















200 Clebsch, über die Anwendung der Abelschen Functionen in der Geometrie. 





fr ei, 9... 


r / (1) | (2) | N (r) 
ww‘ ( l) (2) f N (Ir) : (1) (?) ‚ (1) Erw. A, in ie A, er ... = 2 A, 
\ &. ) Ü, u " k ur “... “- Ö, = U; 27 U; vr ... g- U; II i 





f 


Bestimmt man also die in den A vorkommenden Zahlen m, q so, dass 


Q,._® Gr 

9 \m; +m, ++ +m, =0 (mod. r), 
\“ u -  W a ZU = == 

’R u 2 ’R Er en = ’R De 0 (mod. r). 


s? kann man statt der rechten Seite von (8.) Null setzen, und es findet sich 
also. dass die r Systeme von Berührungspunkten mit den gegebenen Punkten 
in einer Curve »'" Ordnung liegen. Aus (9.) sieht man, dass von den » 
Systemen r—1 beliebig gewählt werden können, wodurch dann das r'* sich 
bestimmt; und man hat also den Satz: 

Legt man eine Curve m” Ordnung durch die gegebenen Punkte und 
durch r—1 Systeme von Berührungspunkten, so geht dieselbe noch durch 
ein r' System. Von ersteren können mehrere gruppenweise zusammen- 
fallen: es kann aber auch geschehen, dass letzteres mit einem der erste- 
ren zusammenfällt; was insbesondere bei r=*2 immer eintritt. 

Es braucht kaum erwähnt zu werden, dass, wenn u Systeme zusam- 
menfallen. in den Punkten des Systems die neue Curve mit der gegebenen 


eine «-punktige Berührung hat. 


$. 95. 
Systeme von Berührungscurven, welche durch feste Punkte der Curve gehen. 

Lassen wir in dem vorigen Problem von den gegebenen Punkten. 
deren Anzahl grösser als «.r vorausgesetzt werden mag, «mal r Punkte 
zusammenfallen. Nehmen wir sodann nur die übrigen ma —(p-+u)r Punkte 
als gegeben an. Wir haben es dann mit der unbestimmten Aufgabe zu thun: 
Eine Curve m” Ordnung soll durch mn— (p-+u)r auf einer Curve 
»“" Ordnung gegebene Punkte gehen, und diese Curve ausserdem in p-+ u 

Punkten r-punktig berühren. 
Diese Aufgabe ist, wenn m = n—?2, wie die vorige lösbar, und zwar 
sind s Berührungspunkte noch willkürlich, die p übrigen aber dann bestimmt. 
Durch die gegebenen ma — (p+u)r Punkte lassen sich also noch unendlich 


ken) 


viele Curven der gesuchten Art legen; wenn « Berührungspunkte willkürlich 


gewählt sind, noch immer r’”., 





er 
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Herr Hesse hat den Begriff eines Systems von Berühruneseurven ein- 
geführt (Band 49 dieses Journals) und für die Theorie der Curven dritter und 
vierter Ordnung davon mannigfachen Gebrauch gemacht. Geht man nämlich 
von einer bestimmten Berührungsceurve aus, und lässt dieselbe sich stelie ver- 
ändern, so durchlaufen die Berührungspunkte allmälig alle nur möglichen 
Combinationen. Aber es ist keineswegs möglich, durch solche stetive Ver- 
änderung zu allen Berührungseurven zu gelangen; sondern man muss zu diesem 
Zwecke diejenigen Berührungscurven, welche eine möglichst erosse Anzahl 
von beliebig gewählten Berührungspunkten gemeinsam haben, gleichzeitig va- 
riiren lassen. Aus jeder dieser Curven entsteht dann ein System von Be- 
rührungscurven, deren keines mit einem anderen eine Curve gemein hal 

Man bemerkt nun, dass die verschiedenen Systeme von Berührungs- 
eurven bei der vorliegenden Darstellung durch ein sehr einfaches Kennzeichen 
charakterisirt sind. Jedem System entspricht nämlich ein bestimmtes System 
der A; denn diese Systeme sind völlig diseret. und es kann daher niemals 
seschehen, dass man von einer Curve, welche einem System der A ent- 
spricht, zu Curven welche einem anderen System entsprechen, einen stetigen 





Uebergang durch lauter Berührungscurven hindurch herstelle. Man darf 
daher folgenden Satz aussprechen: 
Man kann unendlich viele Curven m” Ordnung, wenn m _.n-2. 
Pr . n—i.n—?2 
bestimmen, welche eine Curve n” Ordnung in 5 +1 Punkten 


r-punklig berühren, während der Rest der Schnitlpunkte gegeben ist. 
Diese Curven theilen sich in r” verschiedene Systeme ein, dergestalt dass 
es nicht möglich ist, von einer Curve eines Systems durch lauter Berüh- 
rungsceurven hindurch zu einer Curve eines anderen Systems stetig über- 
zugehen. 

Bezeichnen wir nun die den p--.« Berührungspunkten entsprechenden 


Integrale durch 
1) (2) (p+tu) 
ae REN Wo, 


die Summen der den festen Punkten entsprechenden Integrale durch U,, so 
haben wir: 


(!) (2) ' t (p+u) ge — U, T A; 
w, WW, T'"TW, Be ent 


Betrachten wir jetzt r Curven desselben Systems. und addiren die entsprechen- 


\ 
den Gleichungen, was links durch das Zeichen N angedeutet werden mag. 
f # "b . 
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so kommt: 


N, „a 2) (p+w) 
No + ++ )=-U, 


Die Berührungspunkte von irgend r Berührungscurven desselben.Systems 
liegen jederzeit auf einer Curve m’” Ordnung, welche durch die gegebenen 
jesten Punkte hindurchgelt. 

Ausserdem hat man. wie im vorigen $., den Salz: 

Legt man eine Curve m’” Ordnung durch die gegebenen Punkte und 
durch r—1 Systeme von je p+u DBerührungspunkten, welche gleichen 
oder verschiedenen Systemen von Berührungscurven angehören, so geht 
dieselbe immer noch durch ein r'” System. 

Der vorige Satz kann als specieller Fall dieses letzteren aufgefasst werden. 
und für r=2, bei überall zweipunktiger Berührung. geht dieser geradezu in 


jenen über. 


$. 6. 
Systeme von Uurven, welche die gegebene Curve in einer gewissen Ordnung 
berühren, wo sie derselben begegnen. 

Wenn mn durch r theilbar ist, so treten insbesondere Berührungseurven 
auf. wie diejenigen, welche Herr Hesse a. a. OÖ. untersucht hat, welche die 
Curve 2” Ordnung überall r-punktig berühren. wo sie derselben begegnen. 
Es ist dann ma = (p+u)r; die entstehenden Systeme sind allein von der 


Curve »'” Ordnung selbst abhängig. nicht mehr, wie im vorigen, ausserdem 
durch besondere auf ihr beliebig gewählte Punkte charakterisirt. Die übrigen 
im vorigen $. angeführten Sätze fahren hier fort zu gelten; aber die Anzahl 
der Systeme kann unter Umständen eine andere werden als die oben an- 
gegebene. 

Nehmen wir nämlich an, es habe m mit r einen gemeinschaftlichen 


Factor. so das 


n 


m=ms, r=r's, 
wo m‘, r' relative Primzahlen seien. So oft nun alle in den A vorkommende 
Zahlen m, qg den Factor s enthalten, hat man 
A A, 


k k 








r r 
wo die A’ Ausdrücke nach Art der A sind. Dann ist immer, wenn für die 


0) 9% 63 di: „) 
k 


Berührungspunkte die betreffenden Integrale durch u, , «. . ... % 
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bezeichnet werden: 
) , ,@® EM 
u. + ++ U = —, 
d. h. das System von Berührungseurven besteht in Wahrheit aus Curven der 
Ordnung m’, welche die gegebene Curve überall r-punktig berühren. und 
welche, smal gezählt, als Systeme m” Ordnung mit r-punktiger Berührung 
angesehen werden können. Indem man von diesen abstrahirt, und bemerkt, dass 
diese Ausnahmsysteme der A an der Zahl r"” sind, gelangt man zu dem Satz: 
Wenn mn = (p+u)r, m —_n—?2, so giebt es Systeme von Curten 
m’ Ordnung, welche die Curve n’” Ordnung in p+u Punkten r-punktig 
berühren, con denen ıı beliebig sind. Ist m—=m's, r—=r's, wo m', r' re- 
lative Primzahlen, so ist die Anzahl der Systeme r’—r"”; nur wenn m 
und r relative Primzahlen sind, ist die Anzahl derselben gleich r" 
Hieran knüpft sich eine Anzahl weiterer Sätze über diejenigen Fälle. 
in denen die Berührungspunkte mehrerer Berührungseurven zusammen den 


vollständigen Durchschnitt der Curve »“ Ordnung mit einer anderen Curve 


bilden. Solche Sätze exisliren auch noch. wenn man nicht Berühruneseurven 
sleicher Ordnung betrachtet. Es ist nämlich, wenn m’, r'; m”, r";... m), r' 


die den verschiedenen zusammen betrachteten Berührungseurven entsprechenden 
Zahlen bezeichnen. und wenn die zugehörigen Systeme der A in ähnlicher 
Weise bezeichnet werden, nur nölhig, dass 


ME mu) ] 
o..- ne f) 


pr a a 


r! r!' 


r\ u). 


eine ganze Zahl ist, und dass die Gleichungen stattfinden: 





! (14) 
A, | A, A, B 0 
r' u rt! m: Folk 7) = . 
damit die Berührungspunkte der Curven von den Ordnungen m’, m", ... m'# 


auf einer Curve der A" Ordnung liegen. 
Ich begnüge mich diese Quelle von Sätzen hier angegeben zu haben 


$. 7. 

Berührung einer Curve vierter Ordnung durch Curven dritter Ordnung, vierpunktig 
in drei Punkten; und Berührung einer Curve sechster Ordnung durch Curven 
fünfter Ordnung, dreipunktig in 10 Punkten. 

Die im Vorigen behandelten Probleme sind wesentlich unbestimmt. Es 


giebt aber Classen von völlig bestimmten Berührungsceurven. Für m Zn treten 
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Emule m ) i 
Jieselben immer ein, wenn mn = pr, oder = n Hat nun » nicht die 


Form 4h-+2. so haben p und » keinen gemeinschaftlichen Factor; man ha! 
daher als allgemeinste Annahme m=p.s, r=n.s. Nur wenn » die Form 


1b +-2 hat, haben p und s den gemeinsamen Factor 2. In diesem Falle muss 


) n 7 . . . 
man daher setzen m = Es =. Und verbindet man dies mit den Be 


2 
stimmungen des vorigen $., so ergiebt sich folgender Satz: 

Ist s eine beliebige Zahl, und n nicht von der Form Ah-+?2. so giebt 
es immer n"(s"—1) Curcen der Ordnung p.s, welche die Curve n’“ Ord- 
nung in p Punkten n.s-punktig berühren. Ist dagegen n von der Form 
4h-+-2, so giebt es (4n)”.(s”—1) Curven der Ordnung 4p.s, welche die 


r 


Curve n’ Ordnung in p Punkten An.s-punktig berühren. 

Dieser Satz muss scheinbar zwei Ausnahmen erfahren, bei s=1 und 
»„—=4 oder »=6, weil in diesen Fällen m <-» wird. Aber in beiden Fällen 
ist der Satz dennoch richtig, wovon man sich in folgender Weise überzeug! 
Die Anzahl von Bedingungen, welchen eine in — Punkten r-punktig berüh- 


N‘ > . » . MN , . . 
rende Curve unterworfen ist, findet man gleich —(r—1). Damit hiedurel 
DR | 


die Curve m" Ordnung (m <{r) vollständig bestimmt sei. muss man die 
Gleichung haben: 


mn(r —1) m.m-+-3 








oder 


Ersilich also muss r ein Factor von 2» sein. selzt man ferner m <n, so 
findet man r <2-+ eh Diesen Bedingungen genügt im Allgemeinen nur 


r— 2: ausserdem aber r=4 für a=4, undr=3 für »n„=6. Man erhält 
daher folgende Berührungsaufgaben, welche als vollständig bestimmt von be- 
sonderem Interesse sind: 

Die Curve n’” Ordnung soll von einer Curve der (n— 3)” Ordnung 


mn —d j } i 
in —s— Punkten zweipunktig berührt werden; 


’) 
- 





wovon die Aufgabe der Doppeltangenten bei den Curven vierter Ordnung ein 
besonderer Fall ist; 


eine gegebene Curve vierter Ordnung soll con einer Curve dritter Ordnung 


in drei Punkten vierpunktig berührt werden: 
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eine gegebene Curve sechster Ordnung soll von einer Curve fünfter Ord- 
nung in zehn Punkten dreipunktig berührt werden. 

Die beiden letzten Aufgaben sind in dem oben aneeeebenen Satze 
bereits enthalten; dennoch mögen die allgemeinen Resultate für diese beiden 
Fälle hier noch näher speeialisirt werden. 

Für das zweite Problem erhält man foleende Bestimmung: 

is giebt 4096 Uurven dritter Ordnung, welche eine gegebene Curve 
vierter Ordnung in drei Punkten vierpunktig berühren. 

Die 4096 Curven entsprechen den 4096 vetschiedenen Systemen der 
A, welche man für p=3 bilden kann, wenn die Zahlen m, gq die Werthe 0. 
1. 2. 3 erhalten dürfen. Die Berührungspunkte jeder Curve sind durch eine 
Gleichung dritten Grades bestimmt; die Coeffieienten der Gleichung sind 


%-Funclionen mit den Argumenten: 


Fr - 02) , [33 — A, 
; \ | I. u. A, 
10.) = + In =, 
/ ‚ 4 
| VD), .&,.® A, 
®; 2 U; "T N; u M; | u. 


Bezeichnet man die verschiedenen Berührungseurven entsprechenden Zahlen 
m, q durch obere Indices, so hat man immer die Berührungspunkte dreier 
Curven auf einer neuen Curve dritter Ordnung, sobald 

m+m, +m, +m, = 0 (mod. 4). 

+: +: +4 =0 (mod. 4). 
Die so erhaltenen Curven dritter Ordnung theilen sich in drei Classen: die 
Curven der ersten berühren zweipunktig in den Berührungspunkten zweier 
der obigen Curven: die der zweiten berühren in den Berührungspunkten einer 
Curve zweipunktig, und gehen durch die Berührungspunkte zweier anderen hin- 
durch; die der dritten Classe endlich gehen durch die Berührungspunkte von 
vier verschiedenen Curven. Die Anzahl aller dieser Curven ist sehr gross. 
und man erhält sie leicht durch eine einfache Abzählune. was ich hier über- 
gehen zu können glaube. Weiteres über die Gruppirung dieser Berührungs- 
eurven siehe unten. 

Soll eine Curve sechster Ordnung von einer Curve fünfter Ordnung 

in zehn Punkten dreipunktig berührt werden, so hat man p = 10, m=5.n 6. 


r= 3: jedes System von zehn Berührungspunkten wird mittelst einer Gleichung 
Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft. 3. 27 
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zehnten Grades gelunden, deren Coelffiecienten #-Functlionen sind mit den 


Areumenlen: 


DER ww) __ A, 
©; -— un u " = She Ss U, ae E% s 
), .@ Me 
Ü - U; oe 3 %, 7° ar ) rn Zi 
3 
, m, ‚cm A. 
rn Te Tre 5 
* 
. “ ® HY20 D L) . . 
Die Anzahl der Berührungsceurven ist 3. Indem man die Gleichungen dieser 


Art, welche zu drei verschiedenen Berührungscurven gehören. addiri. und dann 
RE ER 
— 86 
setzt. findet man den $alz: 
Jede zwei Systeme von berährungspunkten liegen auf einer Curve 
fünfter Ordnung, welche die Curve sechster Ordnung noch in den Be- 


ruhrungspunkten einer dritten Berührungscurve schneidet. Solcher Curren 





220 920 
in. . . ı) u — | 
fünfter Ordnung giebt es also r 
S. 8. 
\ E ‘ \ter “ ” ” . } % ” ter 2 D n.n = e 
Uurven (n— 3)'" Ordnung, welche eine gegebene Ourve x' Ordnung in nn; 


Punkten zweipunktie berühren. 


Die Aufgabe, eine Curve (n— 3)” Ordnung so legen, dass sie eine ge- 


' en nn —ds A 2 i 
gebene Curve n“” Ordnung in —;— Punkten zweipunktig berührt, ist bei 


weitem wichliger als die vorigen, und von hervorragendem Interesse. Indem 
wir bei der bisher benutzten Bezeichnung bleiben, stellen sich die Gleichungen 


„wischen den Integralen, auf welche diese Aufgabe führt, folgendermassen dar: 





(il) sr (5) Fe 4, 
un ru, TE en > . 
n,n—)3 
(1) 5,48) ® ) A, 
| Us U 2 Wi <a Us E = > 
(11.) 
| 


er L . 
a) @ fanat) (ie) 


ae) + ee Buyer 2 a) = 5 





Ds 








_ 
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Die Anzahl dieser Gleichungen ist um eins grösser als die der Unbekannten. 


gezeig! 


Dennoch sind die Gleichungen unter einander verträglich, wie jetz! 
werden soll; es ist aber keine eine Folee der anderen. vielmehr können sie 
nur für gewisse Systeme der A neben einander bestehen. 

Herr Stiemann hat a. a. O. p. 147 den Satz bewiesen, dass man ein 
oerebenes System von p Grössen immer und nur dann, und im Allgemeinen 
nur auf eine Weise. den Summen von je p—1 entsprechenden Integralen 
oleich setzen könne, wenn # für die gegebenen Grössen als Argumente ver- 


i n n—1.n—2 n.n— 9 
schwindet. In unserem Falle ist p = - ‚p-1 s—: es giebt 


Mar 


also stets eine Berührungseurve der gesuchten Art. sobald #9, mit den Ar- 


A d An . . B . 
gumenten U, > -.- 5 gebildet, gleich Null wird. Man muss also haben: 
Ih p k=p 
42 05 a,n(n, tg) tin nm, 
= 2 e':' 1 k—1 
Nn——R 
2n, -+g, 2n,-tc an, +1 
Ist 5 Ic h l} “N; pP R a t / 
% ; ae DEZE Mile ABER . ER ie Hen 
7m, ie, 4 5 3 Apr + ine —z m. 
=®@ 6 
Die in der letzten Form auftretende Summe geht, wenn man — (m -+q,)- 


2,—-q,) für »,, », setzt, auch über in 


In. —- 2 L, 2 | 
en, rg, N, 19 en. rg, 


FF ZUBE. n 
u ud as u Fe d, k — ı7ı a  TT 9 Du ?, , 


u DZ - nz 


und wenn man diese Summe zu der vorigen. mit welcher sie identisch ist. 


addirt. findet sich: 


E 9 N 
en, ı MT (Ik A l 


W ie ——T, 2 hk nm / 2q, m, \ 
0 — IXe u .(—1) ' eos (——R). 


Die betrachtete 9- Function verschwindel also immer, wenn 
12.) 1m tm +. -+g,m, = 2h-+, 
und dieses ist die Bedingung für das Zusammenbestehen der Gleichungen (11.). 
Untersuchen wir nun die Anzahl der Combinationen, durch welche die 
Gleichungen (12.) erfüllt werden kann. Seien % der Grössen q gleich 0, die 
übrigen (»—%k) gleich 1; die den ersten Grössen q entsprechenden m können 
dann O oder 1 sein, was 2" Combinationen giebt; die Summe der anderen m 


aber muss ungerade sein, oder es ist immer das letzte durch die übrigen p—k—1 


27 * 
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bestimmt. Die letzteren m können daher noch auf 27”! Weisen gewählt 
, ’ ' u i ,p—1..p—k-1 

werden, oder die m im Ganzen auf 27”! Arten. Da die q auf e Fr = Pr 

«wre 





Arten den angegebenen Bedingungen genügen können, so giebt es 


Pp—A. Pp—hH on. 


| ö 2 a 
Systeme der A, bei denen # der Grössen q gleich O sind. Selzen wir nun 
k—=0,1,2,...p—1. so finden sich im Ganzen 
‘ BET £ N P ! pp—1 ) ! p—1/9n A \ 
2! Ah mer 7 + tn) = RP —1) 
Systeme der A, oder der Salz: 
n.n—)3 n- l,n- 2 
Es giebt 2 ° (2 a 4) Curven (n— 3)” Ordnung, welche ein 
G n \ J» 
i r .n.n—d , : u 
gegebene Curve n” Ordnung in ——— Punkten zweipunktig berühren. 
Jeg YJ > YJ 


Für » = 4 giebt dies die 23 Doppeltangenten. 

Die Berührungspunkte jeder Curve können mittelst einer Gleichung 
p-1"" Grades gefunden werden. Man braucht nämlich nur auf beiden Seiten 
der Gleichungen (11.) die einem beliebig gegebenen Punkte entsprechenden « 
zu addiren, und man hat dann die Argumente von d-Funelionen vor sich. Aus 
diesen selzen sich die Coeflieienten einer Gleichung p"" Grades zusammen, von 
der eine Wurzel (dem beliebig gewählten Punkte entsprechend) bekannt ist. 


Die Berührungspunkte von « Curven dieser Art liegen jedesmal aul 
5 u = 
—.)) 


. \ u\Nn- N 
einer Curve der Ordnung ——,—, sobald das System besteht: 





bei welchem die oberen Indices sich auf die verschiedenen betrachteten Curven 
beziehen. Man überblickt das Feld von Sätzen und Abzählungen, welche sich 
hieraus ergeben, und welche die natürliche Verallgemeinerung derjenigen 
Resultate bilden, auf welche man in der Theorie der Doppeltangenten der 
Curven vierter Ordnung geführt ist. Ich bemerke nur noch einen Satz. wel- 
cher ebenfalls in speciellster Fassung bei den Curven vierter Ordnung bereil: 
bekannt ist. Betrachtet man nämlich die Curven 2 — (»—3)'" Ordnung, welche 





, r ia ‚ n.n—9 ’ r ö 
eine Curve 2” Ordnung in hn— —, — Punkten zweipunktig berühren. und 


addirt zu den entsprechenden Gleichungen 
n.n—3 
(An-° = ) A; 


- / —_—— 





(1) 2) | 





U, U tu =7 
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die Gleichungen (11.) unter Voraussetzung desselben Systems der A, so finde! 


’ . n.n— 93 a n.n— I 
sich, dass die ersien hn— — Berührungspunkte mit den — > Berüh- 


Dr 





rungspunkten der Curve (»a— 3)" Ordnung in einer Curve A" Ordnune lieren. 
Nun ist die Anzahl der Systeme von Berührungseurven 2% — (n— 3)" Ordnung 
gleich 27, und nur, wenn » ungerade ist, muss man das System ausschliessen. 


für welches das System der A verschwindet. Man hat also foleenden Satz: 


i.2—2 


Unter den 2”\p = = z ) Systemen von Berührungscurven. welche 
bei geradem n von ungerader Ordnung m, oder bei ungeradem n ron 
gerader Ordnung m sind, und welche die gegebene Curve n“” Ordnung 
überall, wo sie derselben begegnen, zweipunktig berühren, giebt es immer 
a — 1) solche, dass die Berührungspunkte jeder Curve des Systems 
mit denen einer bestimmten der obigen Berührungscurven (n— 3)" Ordnung 

m--n—3 ,,, 


in einer Curve —,— |" Ordnung liegen; und es giebt bei geradem u 


ar +1), bei ungeradem UT (X-+-1)—1 solcher Systeme, bei denen 
mM—- N 


die Berührungspunkte niemals auf einer Curve — 5 er Ordnung liegen. 
$. 9. 
Die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung. 
Die entwickelten allgemeinen Resultate sollen jetzt für die Curven 
vierter Ordnung genauer ausgeführt werden. 
Die Anzahl der Doppeltangenten ist nach $. 85 gleich 25, wie bekannt. 
Man kann aber nach dem Vorigen sie schematisch darstellen, wie folgt. Jede 
Doppeltangenie mag bezeichnet werden durch die in Klammern »eschlossene 
Reihe der ihr entsprechenden Zahlen m, q, also durch: 
(m. My. M;} Q1» Ga» Q5)- 
Die Zahlen können O oder 1 sein, doch so, dass immer 
mg tm:qn+mg = 1 (mod. 2). 
Nehmen wir also für die m alle möglichen aus den Zahlen O und 1 bestehen- 
den Systeme. 0.0.0 ausgeschlossen. und bestimmen obiger Gleichung gemäss 
die zugehörigen Systeme der q, so erhalten wir die 25 Doppeltangenten in 
folgendem Schema: 
(100, 100) (010,010) (001,001) (011,010) (101,100) (110,100) (111, 100 
(100, 110) (010,110) (001,014) (011,001) (101,110) (110,101) (111,010) 
(100,101) (010,011) (001,101) (011,110) (101,001) (110,010) (111,001) 
(100, 111) (010,114) (001,114) (011,101) (101,014) (110,014) (111,111). 
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Es giebt nach $. 5 63 Systeme von Kegelschnitten (Hesse, dieses 
Journal Band 49.), welche die Curve in 4 Punkten berühren, entsprechend 
den 63 möglichen Combinalionen 

(mi » Ma» mM; 3} G1> Gas 95). 
lie Combination (000. 000) allein ausgeschlossen. 


Ein solcher Berührungskegelschnitt zerfällt immer in zwei Doppeltan- 


venten | + Y 
(mi >» Ms, M3; (1,253) (Mm, Mm}; is (2,05). 
sobald 
13.) mtm =m, +4 =gq (mod. 2), 
wobei ausserdem sein muss: 
zn matmptmg - l. 
“—.., | EG ge 


Es sind dabei entweder die q oder die m nicht sämmtlich Null; nehmen wir 
an. dies trete bei den g ein: sonst wären in der folgenden Bestimmung nur 
die qg mit den m zu verlauschen. Dann zeigen erstlich die Gleichungen (13.). 
dass man für gegebene g; die q,, q, auf sechs verschiedene Arten wählen 
kann. Ueberhaupt nämlich existiren acht Combinationen der q, q', welche 
jene Gleichungen erfüllen; von diesen aber sind die beiden auszuschliessen. 
für welche sämmtliche g. oder sämmtliche q’ Null sind (was nicht zusammen 
eintreten kann). Diese sechs Arten geben drei Paare von Systemen g', q". 
indem immer zwei Arten sich nur durch Vertauschung der g' mit den g" 
von einander unterscheiden. 
In jedem Paar von Systemen ist wenigstens ein Paar entsprechender 
y ungleich, also O und 1. demnach irgend ein anderes I und 0 oder 1 und 
I. Es existiren daher ein g’ und ein g” mit verschiedenem unteren Index. 
welche gleich 1 sind. Bestimmt man nun die dem dritten Index entsprechen- 
den m so, dass sie der betreffenden Gleichung (13.) genügen (was auf zwei 
Arten geschehen kann), so bestimmen die übrigen m sich aus (14.) und (13. 
successive. Jedem der drei Paare q entsprechen also zwei Paare m: oder 
man hat den Satz: 
In jedem System von Berührungskegelschnitten kommen sechs Paare 
von Doppeltangenten vor. (Hesse, \. e., Salmon, higher plane curves.) 


Da für irgend zwei solcher demselben System angehöriger Paare die 


Summe aller », so wie die Summe aller g, stets gerade ist. so hat man 
ferner den Satz: 














Clebsch, über die Anwendung der Abelschen Functionen in der Geometrie. 211 


Die Berührungspunkte je zweier Paare, welche demselben System 
angehören, liegen auf einem Kegelschnitt. (ib.. ib.) 

Die Zahl der so erhaltenen Kegelschnitte ist bekanntlich oleich der 
der 63 Systeme. multiplieirt mit der Anzahl 15 der Combinationen von 6 
Paaren zu zweien, und dividirt durch 3, da jede vier Tangenten. deren Be- 
rührungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen. auf drei Arten in zwei Paare 
zerlegt werden können, also jeder Kegelschyiti dreimal vorkommi. So ist die 
Zahl dieser Kegelschnitte 315. Das obige Schema erlaubt sofort. die solchen 
Kegelschnitten entsprechenden Doppeltangenten zusammenzuslellen. 

Der allgemeinere Salz, dass die Berührungspunkte je zweier Kegel- 
schnitte desselben Systems auf einem Kegelschnitt liegen (Hesse, 1. e.). folet 
aus $. 6. 

Es giebt ferner nach $. 6 64 Systeme von Curven dritter Ordnung, 
welche die Curve vierter Ordnung in 6 Punkten berühren. Die den Berüh- 
rungspunkten entsprechenden Integrale genügen dann immer den Gleichungen: 


(1) (2) (6) A, 


125) „tu + +u = —- 


Man übersieht nun, dass diese 64 Systeme sich sofort in zwei Classen son- 
dern. je nachdem das System der A zugleich bei den Doppeltangenten vor- 
kommt oder nicht; je nachdem also Img — 1 (was 28 mal geschieht) oder 
Img ==0 (was aul 36 Arten geschehen kann). Hat man nämlich für irgend 


eine Doppeltangente 
App‘ (G) (5) 
16. U. ug Zn a 9 


so folgt ov. © (8) 
U. U ++ =EU 


d. h. die Berührungspunkte der Curve dritter Ordnung liegen mit denen der 
Doppeltangente auf einem Kegelschnitt; während, wenn es für ein System 
der A keine Gleichung wie (16.) giebt, auch die Berührungspunkte der Curve 
auf keinem Kegelschnitt liegen können, da die Gleichung (15.) dann eine 
passende Ergänzung nicht zulässt. Man hat also den Satz (Hesse, 1. ec. 

Von den 64 Systemen der Curven dritter Ordnung haben 28 die 
sigenschaft, dass die 6 berührungspunkte einer Curve auf einem Kegel- 
schnitt liegen, und jeder Kegelschnitt geht dann noch immer durch die 
Berührungspunkte einer Doppeltangente, welche für dasselbe System con- 
stant bleibt. Die berührungspunkte bei Curven der übrigen 36 Systeme 


liegen nicht in einem BKegelschnitt. 
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Dagegen haben nach $. 6 beide Classen die gemeinsame Eigenschaft. 
dass die Berührungspunkte je zweier Curven desselben Systems auf einer 
Curce dritter Ordnung liegen. (Hesse, 1. ce.) 

Zu diesen Systemen gehören auch die 4096 Curven dritter Ordnung. 
welche die Curve vierter Ordnung in drei Punkten vierpunktig berühren ($. 7 
In der That folgt aus (10.) 

6) 


| ! 
() (2) il 
2 (u; 4- U. -1- U ) en 


53 

iede Curve gehört also zu demjenigen System von Berührungsceurven. dem 
das System der A, zukommt. Umgekehrt aber folgt aus dieser Gleichung 
A, A; 


(l), ?) ) k 
2 - 


er... j | 
M, Bu u U. TU, A a 


wo in A,. A, die Zahlen m, q jetzt überall nur die Werthe O und 1 erhalten 
dürfen. Ist über die A, verfügt. so können die A, noch auf 64 Arlen ge- 
wählt werden: daher gehören in jedes der 64 Systeme von Berührungscurven 
dritter Ordnung 64 solche Curven, welche die Curve vierter Ordnung in drei 
Punkten vierpunktig berühren. Dies stimmt damit überein. dass nach $.4 
durch jede zwei Punkte einer Curve vierter Ordnung 64 Kegelschnilte ge- 
leot werden können. welche dieselbe in dıiei Punkten berühren. Legt man 
diese Kegelschnitte durch die Berührungspunkte einer Doppeltangente, so sind 
die Berührungspunkte des Kegelschnitts zugleich diejenigen. in welchen eine 
Curve dritter Ordnung vierpunktig berühren kann. So erhält man die 25.64 
Berührungseurven, welche den erwähnten 28 Systemen angehören: aber man 
sieht, dass es noch 36.64 solcher Berührungseurven giebt, in deren Berührungs- 
punkten nicht zugleich ein Kegelschnitt die Curve vierter Ordnung berühren kann. 
Ueberhaupt giebt es nach $.5 je 63 Systeme von Curven (2m) Ord- 
nung und je 64 Systeme von Curcen (?m-+1)"" Ordnung, welche die Curre 
vierter Ordnung zweipunktig berühren, wo sie derselben begegnen. Und diese 
fetzteren 641 Systeme theilen sich immer in 28 und 36 so, dass die Beräh- 
rungspunkte einer Curve aus einem der 28 Systeme immer mit den Berührungs- 
punkten einer der 28 Doppeltangenten auf einer Curve (m-+1)” Ordnung 
liegen, während etwas Aehnliches bei den anderen 36 Systemen niemals statt- 
findet. Aber alle Systeme haben die Eigenschaft, dass die Berührungspunkte 
je zweier Curven desselben Systems auf einer Curve desselben Grades liegen. 


Man kann von diesen Sätzen leicht zu einer genaueren Discussion der- 


jenigen Fälle übergehen. in denen die Berührungspunkte von 6, 8 etc. Doppel- 
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tangenten auf einer Curve dritter, vierter etc. Ordnung liegen. worüber von 
Hesse und Steiner (Bd. 49 dieses Journals) Sätze oefunden sind. Ich über- 
oehe diese Ausführungen, welche nach den entwickelten Prineipien durch 
blosse Abzählungen erhalten werden können. 

Von Curven, welche die Curve vierter Ordnung mehrpunktig berühren. 
will ich wenigstens noch die der dritten Ordnung anführen. Aus $. 6 folet 
der Satz: 

Es giebt 728 Systeme von Curven dritter Ordnung, welche eine Curve 
vierter Ordnung in vier Punkten dreipunktig berühren. 

Zwischen den Integralen bestehen hier die Gleichungen: 


(ı) 2) (3) (# Ak 
+ +u, +n, 


JO 

das System der A darf niemals verschwinden. Betrachtet man eine Curve. 
einem anderen System angehörig. für welches immer 2A, an die Stelle von 
A, tritt. und addirt die einer solchen Curve entsprechenden Gleichungen zu 
den vorigen, so findet sich die Summe analoger Integrale immer der Null 
congruent. Man hat daher folgenden Satz, welcher (unter anderen) das Ver- 
halten dieser Systeme charakterisirt: 

Diese 728 Systeme theilen sich in 364 Paare zu zweien so, dass 
die Berührungspunkte jeder Curve des einen Systems mit denen jeder 
Curve des anderen Systems auf einem Kegelschnitt liegen. 

Aehnliche Sätze kann man für die Berührungseurven dieser und anderer Ord- 


nungen in Menge aufstellen. 


$. 10. 
Ueber einige Sätze von Steiner, die Curven vierter Ordnung betreffend. 

Ich benutze diese Gelegenheit. um einige Sätze über Curven vierter 
Ordnung zu beweisen, welche Steiner (dieses Journal Bd. 49. p. 266 folegg. ) 
angegeben hat, obwohl dieselben nicht in die Reihe der hier angestellten Be- 
trachtungen gehören. 

Nach Hesse (dieses Journal Band 49, p. 261) kommt die Aufstellung 
eines Berührungskegelschnitts darauf hinaus, der Gleichung der Curve die Form 
uw —v — OÖ 
zu geben, wo a, ve, w Ausdrücke der zweiten Ordnung sind. Alle Kegel- 
schnitte, welche demseiben der 63 Systeme angehören. sind dann in der 


Form enthalten 
ut 2c+tle = (0, 
Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft 3. 
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und man findet die 6 in dem System vorkommenden Tangentenpaare durch 
eine Gleichung sechsten Grades in 4, indem man die Determinante dieses 
Kegelschnitts verschwinden lässt. Für den Schnittpunkt z der Tangenten 
eines Paars müssen dann die Differentialquotienten 
u+2ie, + w, 

verschwinden, und man findet nach einem bekannten Verfahren die Producte 
und Quadrate der Coordinaten x den Unterdeterminanten des Kegelschnittes 
u+-2ke-+-4w == 0 proportional. Diese Ausdrücke haben. wie man sofor! 


sieht, die Form: 
[7 ” -— 2 2 . 3 
0 L,T, -— P« m I. Fir ] I N ik T I. 


Stats. 
wo o einen willkürlichen Factor bedeutet. und wo die p. q. ... nur noch 
von den Coeflicienten der Curve abhängen. Bildet man daher die Determi- 
nante dieser sechs Gleichungen, indem man go und 4 eliminirt, so hat man eine 
(Gleichung zweiten Grades für die x, welche von der gewählten Wurzel ; 
oanz unabhängig ist. Und so hat man den von Steiner a. a. 0. gegebenen Satz: 
Die Doppelpunkte der 6 demselben System angehörigen Paare con 
Doppeltangenten liegen auf einem Kegelschnitt. 
Da identisch 
uw— er) (kA) = (u+2ke+kw)(u+2ic+Kw)—(u+(k+4)o+kiw). 
u+(k+)c+khie = ($, 
oder was dasselbe ist, jeder Kegelschnitt von der Form 
au+pc+yw = 0 
ist ein solcher, welcher durch die Berührungspunkte zweier Kegelschnitte des 
Systems hindurchgeht. Lässt man denselben in ein Linienpaar p, g zerfallen. 
d. h. setzt man: 
Urt PoatyYWa = PıI:TGiPı> 
so genügen die Coordinaten einer Geraden des Paars der Gleichung. welche 


durch Elimination von «, P, y. 9 9, 9; entsteht: 


a a a U 0 


Un 0: WC: 0) 2p: 0 
| Ya u Du VO U 2p; 
Äh 0. 


ee ae ps  P: 
%ı Ca Wa P 0 pi 


Un On Wo P: Ppı V 
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Die Doppelpunkte der Paare müssen zugleich den Gleichungen genügen: 


au, 4 Pr, +yw, N). 

oder. indem man «, 5, y eliminirt. der Gleichung 
u m ml 

G=|m rn 0. 


9% Ww;| 
Man hat also den Satz: 

Wenn man die vollständigen Vierecke construirt, deren Eeken die 
Berührungspunkte von Kegelschnitten desselben Systems sind, so bilden 
die Durchschnitte gegenüberliegender Seiten die Curve dritter Ordnung 
G—=0O, und die Seiten selbst umhüllen die Curve dritter Classe K 0. 

Insbesondere folgen daraus die von Steiner a. a. O. gegebenen Sälze 
als specielle Fälle: 

Auf der Curve G=0 liegen die Doppelpunkte der 6 dem System 
angehörigen Paare von Doppeltangenten, so wie die Schnittpunkte der 
(Geraden, welche die Berührungspunkte jedes Paars kreuzweise verbinden. 

Und: 

Die Curve K=0O wird berührt von den sechs Paaren dem System 
angehöriger Doppeltangenten, so wie von den Geraden, welche die Be- 
rührungspunkte der Paare kreuzweise verbinden. 

Lässt man in einem vollständigen Viereck 1. 2, 3. 4. dessen Ecken 
Berührungspunkte eines Kegelschnitts sein sollen. zwei. elwa 2 und 3 zu- 


sammenfallen, so fallen auch 5. 6 (siehe die Fig.) 


in denselben Punkt. Es gehören aber die Punkte 1 

5. 6 der Curve @ = 0 an; diese schneidet also en / \, 

in dem betreffenden Punkte die gegebene Curve e > ne 
vierter Ordnung, indem erstere die Gerade 5. 6. or : Ah 


letztere die Gerade 2. 3 zur Tangente hat. Die 

Schnittpunkte von @ = 0 mit der gegebenen Curve haben also die Eigen- 
schaft, dass in ihnen ein Kegelschnitt die Curve vierpunktig berühren kann, 
der sie ausserdem noch (in 1 und 4) zweimal zweipunktig berührt. In jedem 
System giebt es demnach 12 Kegelschnitte dieser Art. 

Da ferner die Punkte 1. 8, 4. 7 ein harmonisches System bilden. so 
bilden auch in den betrachteten Punkten die Tangente an die gegebene Curve. 
die Tangente an @ = 0, und die von der vierpunktigen Berührungsstelle nach 

25 * 
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den zweipunktigen gezogenen Geraden ein harmonisches System. — Der 
Punkt 7 eehört der Curve @—=0 an; er wird hier der Durchschnitt der 
Tangente an der vierpunktigen Berührungsstelle mit der Sehne. welche die 
„weipunktigen Berührungsstellen verbindet. 

Die Tangente 2, 3 an einer der vierpunktigen Berührungsstellen ist 
Tangente an K = 0; ebenso die Geraden 2, 1: 3. 4. welche jene Stelle mit 
denen der zweipunktigen Berührung verbinden: da nun auch 3, 1: 2. 4 Tan- 
voenten dieser Curve sind. und diese mit den ebengenannten Geraden unendlich 
nahe zusammenfallen, so müssen 1. 4, die Stellen der zweipunktigen Berüh- 
rung. als Schnittpunkte nächster Tangenten auf K=0 liegen. Diese Curve 
ist von der sechsten Ordnung; die 24 in einem System vorkommenden Punkte 
I. 4 stellen also das vollständige Schnittsystem der Curve K=0 mit der 
vegebenen Curve vor. So sind die folgenden von Steiner gegebenen Sätze 
bewiesen: 

Es giebt 63.12 = 756 KMegelschnitte, welche eine gegebene Curve 
vierter Ordnung in einem Punkte a vierpunktig, und ausserdem noch in 
zwei anderen, b, e, zweipunktig berühren. 

Die Punkte a sind in jedem System die 12 Durchschnitte von G —0 
mit der gegebenen Curve: auf G—O liegen auch b, ce und der Schnitt- 
punkt der Tangente der gegebenen Curve im Punkte a mit der Sehne b, ec. 

In jedem Punkte a bilden die nach b, e gezogenen Geraden mit den 
Tangenten der gegebenen Curve und der Curve G =V ein harmonisches 
System. 

Die Tangente in a, sowie die drei Geraden ab, ac, be berühren die 
Curve K=VO. und zwar ab, ac in b und ce selbst, so dass die Punkte 
b. © in jedem System den vollständigen Durchschnitt von K=0 mit der 
gegebenen Curve darstellen. 

Steiner entwickelt endlich Zusammenhänge zwischen den Curven G—0. 
k--0. Die Beziehung. in welcher diese Curven zu einander stehen, kann 
man foleendermassen erkennen. 

Betrachten wir statt der Funeclionen #. e. w irgend welche lineare 
Verbindungen derselben 

U, au+br+ew, 


U, = mu+brc+ow, 


U, = zu+b;0o+c,w. 





Er 
5 

Er 

Bi 
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2 


Diese drei neuen Functionen können immer so bestimmt werden. dass sie die 


partiellen Differentialquotienten einer Function dritter Ordnung nach x,. ©,. x 
sind. Hierzu ist nöthig. dass folgende identische Gleichungen bestehen: 


0%; +0 +60 = +6 +GW,. 
490, +0 +60, = mW; +b,9%+C,W;. 
d, Us = 5 b, "© + C, m, — dl, HM, _ b,; ”; e GW; . 


Diese Gleichungen sind für die x linear: setzt man also die Coeflieienten auf 
beiden Seiten einander gleich. so findet man 9 lineare Gleichungen. welche 
in Bezug auf die gesuchten Grössen a. b. ce homosen sind. Dennoch sind sie 
erfüllbar:ı denn man bemerkt sofort. dass ihre Determinante eine überschlawene 
ist. und demnach, weil von ungeradem Grade. identisch verschwindet. 

Nun ändern sich offenbar die Ausdrücke @ und K keineswees, wenn 
man bei der Bildung derselben statt #. ©. w ireend welche lineare Verbin- 
dunseen derselben zu Grunde leot. z. B. die eben eefundenen partiellen Dif- 
ferentialquotienten einer homogenen Function f dritter Ordnung. Dann aber 
hat man. bis auf einen Zahlenfactor: 

(Y Nr, K S 


wo 4, die Covariante dritter Ordnung, S; die erste zugehörige Form dritter 


re 


Classe von f bedeutet. Aus der bekannten Rolle, welche die Curven 4,0, 
S;=0 in der Theorie der Curven dritter Ordnung spielen. folgen daher un- 
mittelbar die von Steiner angegebenen Beziehungen. Die Curven I,—V0. 
S-—-0 sind dieselben. welche Herr Cremona in seiner „Introduzione ad una 
teoria geometrica della ceurve piane” als Hessesche und Cayleysche Curve be- 
zeichnet hat. Von diesen eelten folgende Sätze: 

Die zu den Wendepunkten der Hesseschen Curve gehörigen harmo- 
nischen Polaren sind die hückkehrtangenten der Cayleyschen Curve. (Hesse, 
dieses Journal Bd. 38. p. 252.) 

Die zu den lückkehrtangenten der Cayleyschen Curve gehörigen har- 
monischen Punkte sind die Wendepunkte der Hesseschen Curve. (ib.) 

Die Wendetangenten von nu = VO berühren die Hessesche und die 
Cayleysche Curve in denselben 9 Punkten. (Cremona, |. e. p. 116.) 

Jede Tangente der Cayleyschen Curve schneidet die Hessesche Curre 
in zwei Punkten, deren Tangenten sich auf der Hesseschen Curve treffen, und 
in einem dritten Punkt, der mit dem Berührungspunkt auf der Cayleyschen 
Curve und mit den anderen beiden Schnittpunkten ein harmonisches System 


hildet. (ib. ) 


/ 
J 
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Von jedem Punkte der Hesseschen Curve gehen an die Cayleysche drei 
Tangenten: die Verbindungslinie der Berührungspunkte zweier ist Tangente der 
Cayleyschen Curve; die dritte bildet mit der im Ausgangspunkt an die Hessesche 
(urce gezogenen Tangente und mit den ersten beiden Tangenten ein har- 
monisches System. (ib.) 

Die blosse Anwendung dieser Sätze giebt die folgenden, von Steiner 
gegebenen Resultate: 

Aus jedem Wendepunkte w der Curce @—=0 gehen drei Tangenten 
0, 01. Q, an die Curve, welche in q, 91. q» berühren. Die letzteren 
drei Punkte liegen auf einer Rückkehrtangente R der Curve K=0. Diese 
schneidet K=Ö ausser q und ausser dem Rückkehrpunkt r in zwei Punk- 
ten q, g. deren Tangenten Q', 0" sich ebenfalls in w schneiden. Die 
Punkte r, q, gı. 9: bilden ein harmonisches System, die Tangenten 0, 


0, 0" mit der in w gezogenen Wendetangente ein zweites. 


$. 11. 


Ueber den Zusammenhang der Curven doppelter Krümmung mit 
Abelschen Functionen. 

Im Vorigen sind nur ebene Curven behandelt worden. Ich werde 
jetzt zeigen. wie ähnliche Prineipien sich für die Behandlung der Curven 
doppelter Krümmung aufstellen lassen. 

Betrachten wir den Durchschnitt zweier algebraischen Flächen. Die 
eine derselben. # = 0, sei m" Ordnung, die andere, e = 0, n'” Ordnung. Die 
Durchschnittseurve können wir mit zwei Ebenenbüscheln, deren Axen belie- 
big im Raume liegen, so in Zusammenhang bringen, dass zwei entsprechende 
Ebenen beider Büschel sich auf der Curve durchschneiden. Sind nämlich die 
Gleichungen der Büschel 
IUR (tm ta +a,2,)+3(br, + b2+ b,r;+b,r,) = 0. 

v. (a +: +8 +,2,)+s(A +: + 5; + Pr) = 0, 
so führt die Elimination der x aus diesen Gleichungen und aus v—=0. » 0 
aul eine Gleichung 


18.) F(s.2) = 0. 


welche das gegenseitige Abhängigkeitsverhältniss der Parameter der Büschel 


ausdrückt. 
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Diese Gleichung ist sowohl für s als für z vom Grade m-n. Aber 


sie ist nicht unter allen Umständen irreductibel. sondern zerfällt, wenn die 





Oberflächen «=0, e = 0 besondere Lagen gegen einander haben. von selbsi 
in Factoren. Sei nämlich ein Theil der Schnitteurve zugleich als Theil des 
Durchschnitts zweier Flächen « =0. ev —0 darstellbar. welche von niedri- 
serem Grade als v=0, e=O sind; sei der zugefügte Theil « mit einem 
andern «" zusammen die Schnitteurve zweier Flächen «’ =0. vr’ 0. welehe 
wieder von niedrigerem Grade sind. u. s. w.. bis endlich ein Curventheil a» 
mit einer Curve a“ zusammen der Durchschnitt zweier Flächen „ 0, 
ve) —=0 ist. und a“ sich als der vollständige Schnitt zweier Flächen von 
niedrigerem Grade darstellen lässt. So giebt es unzählige Oberflächenpaare 
deren Durchschnitt in eine andere Curve und in eine Raumeurve dritter Ord- 
nung zerfällt; diese ist zusammen mit einer geraden Linie als Durchschnit! 
zweier Flächen zweiter Ordnung darstellbar, und die hinzugefügte Gerade 
endlich bildet den vollständigen Durchschnitt zweier Ebenen. Denken wir 
uns nun für alle diese Schnitteurven der Reihe nach die der Gleichung 18. 
entsprechenden Gleichungen gebildet; 
Fa) Frass)=0, ... Fre, s)=0, 


so müssen folgende Gleichungen bestehen. in welchen die g ganze Fun- 


etionen bedeuten: 
FF“) (s, <) == gs, 2) FW Ne, 3), 
1); (u) 


Fr (s,2) = y“ Ts, 2).4 


FU (g, 


($,2), 


[A 


) = per, 3).pg""(s, 2), 


LA 


'(s,2) = ole, 3). (s, 3). 


In diesem Falle ist also die Gleichung F(s, 3) = 0 reductibel, und man kann 
sie als dass Product zweier, oder allgemein zu reden, mehrerer irreductibler 
Factoren auflassen. Jeder Zweig einer Raumeurve. welcher einem solchen 
Factor entspricht. kann als algebraisch definirte einfache Raumeurve gelten. 
Ihre Ordnung ist die Ordnung von s und z in dem entsprechenden Factor; 
Ordnungen. welche immer gleich sein werden, wie aus dem eben angeführten 
Schema folgt. da nach dem früheren s und z in allen Funclionen F zu gleichen 
Ordnungen vorkommen. _ 

Jede solche einfache Raumeurve begründet nun eine Classe von Abel- 


schen Functionen. Sei k die Ordnung der Curve, g(s,2)-- 0 die ihr ent- 
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sprechende Gleichung. Die Zahl p, welche die zugehörigen Abeischen Func- 
tionen charakterisirt, ist dann nach $. 1. gleich 4w—(k—1), wo w die An- 
zah! derjenigen Werthsysteme s, 3 bedeutet, für welche gs) =0, ohne dass 
y(2) == @, 

Ist y'\is) =0. so bedeutet dieses, dass die Gleichung 9=0 zwei 
sleiche Wurzeln s hat. Der zugehörige Werth von 3 bestimmt eine Ebene 
des ersten Büschels (17.),. welcher die Curve in % Punkten schneidet: von 
diesen müssen zwei zusammenfallen, damit von den zugehörigen Ebenen des 
Büschels s zwei identisch werden. Es können nun hiebei folgende Fälle 
eintreten. Entweder ist die betreffende Ebene des Büschels 3 Tangentenebene 
der Curve: oder die Ebene s schneidet sich mit der Ebene z in einer Ge- 
raden. welche die Curve in zwei verschiedenen Punkten trifft; oder endlich 
die Curve hat einen Doppelpunkt, was eine Berührung der gegebenen Ober- 
flächen oder einen Knotenpunkt in einer von beiden anzeigt. In den beiden 
letzten Fällen gehört ebensowohl ein Doppelwerth von s zu einem Werthe 
von z, als umgekehrt ein Doppelwerth von z zu einem Werthe von s: in 
beiden Fällen müssen also sowohl g'(s) als ’(z) verschwinden. Schliessen 
wir nur diejenigen Fälle aus, in denen der Doppelpunkt in einen Rückkehr- 
punkt übergeht und also auch noch "(ss)" (33) — p"(sz)’ = 0. 

Die Zahl w bedeutet also offenbar den Rang der Curve, d. h. die Zahl 
derjenigen Tangenten der Curve, welche eine gegebene Gerade treffen. So 
oft nämlich die Axe des Büschels s von einer Tangente der Curve getroffen 
wird. ist eine Ebene des Büschels Tangentenebene der Curve. und also für 
dieselbe 4'(s) = 0, ohne dass g’(z) verschwindet. Nach Herrn Salmon (Geo- 
metry of three dimensions p. 237) bestimmt sich diese Zahl aus der Formel 

w= k(k—1)—2a, 
wo d die Anzahl der von einem Punkte ausgehenden Strahlen bedeutet. welche 
der Curve zweimal begegnen, mag diese zweifache Begegnung nun, wie bei 
einem Doppelpunkte. in demselben, oder mag sie in verschiedenen Punkten 
stattfinden. 


So hat man also endlich 
(k—1)(k— 2) 
! > 





für die charakteristische Zahl der der Curve zugehörigen Abelschen Functionen. 


Ich werde im Folgenden voraussetzen, dass die betrachtete Curve 


der vollständige und nicht in Theile zerlegbare Durchschnitt zweier Oberflächen 
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sei. welche sich nicht berühren; dass die Curve keinerlei Rückkehrpunkte und 
Doppelpunkte besitze *)\. In diesem Falle wird die Ordnung der Curve — mn. 
und nach Herrn Salmon (1. e. p. 249) der Rang derselben 


w= mn(m+n—2), 


also 
mn(m--n— 4) 


= ö -+1; 


Fa 


b R 0 : nn ”o ._ n—1.n—2 
eine Zahl welche, übereinsiimmend mit dem Früheren. für m —=1 in En 


übergeht. 
Es ist leicht, die p überall endlichen Integrale zu bilden. welche diesem 


Falle entsprechen. Aus den Gleichungen 


1, tm: +5 + mr, = UV. 
”; TI -- (BD) Ta | ’ ©; TI; -: Öy I ni 0. ou or N 
=, B=-—) 
. j OL OL 
u, da, + u; da, + u, de, + u,da, 0. i i 
vde, +9 dr +v,de,;,+v,de, = 0 


ergeben sich folgende, in denen de einen unbestimmten Factor bedeutel: 
dm — 2. da = (9, —wr;,)du, 2,da, — 2, de, = (u 9, — u,v,)du, 
de; — de, = (won —-mr,)du, da, — 2,dez = (WR —Wv,)du, 


de, — x,dae, = (9%; —wo)du, 2,d — de, = (0; — uz0,) du. 


Bezeichnen also a,. &, ..., bi, 5». ... ganz beliebige Grössen. so ist der 
Ausdruck 


g_| 
Z&rab,r,da 
174,092, 42, du. 





La.u,.2b0,— Far.L2bu 
demnach von den Werthen dieser Grössen völlig unabhängig. Derselbe ist 
von der — (m-+-n—4)"" Dimension; das Integral 


Bw _ f 9.2+ab,r, de, 


Sau.Ssbv. — dav.S&b.u. 
ı [3 t ı [} 2 ı ı 








lässt sich also mit Hülfe von «= 0. ® = O als das Integral eines Differentialaus- 
drucks mit einer einzigen Variablen darstellen, sobald © eine homogene Function 
der Ordnung (m-+n—4) ist. Unter den gemachten Voraussetzungen bleibt dieses 


*) Eine solche Curve soll bisweilen der Kürze wegen eine Curve mn'” Ordnung 
genannt werden. Die Natur der Curve hängt dann nicht blos von der Ordnungszahl, 
sondern auch von ihrer Zerlegung ab, d.h. von den Ordnungen der Flächen, welche 
sich in ihr durchschneiden. 
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Integral auch überall endlich, und es ist nur noch nöthig sich zu überzeugen. 
ob wirklich » Integrale durch verschiedene Annahme von © erhalten werden. 
Bemerken wir hiezu, dass © mit Hülfe der Gleichungen «=0, e =0 umge- 
formt werden kann, ohne dass das Integral sich ändert. Man kann also. wenn 


J 


U, I zwei Funelionen (m — 4)" und (»— 4)" Ordnung bedeuten, statt @ die 


Kunetion 

+ Uu+Vv 
setzen. und die Constanten von U, V so bestimmen, dass ebensoviel Conslantie 
in 9% verschwinden. Demnach ist die Zahl der in © enthaltenen willkürlichen 


Consltanlten noch 


Kim +-n— I m+n—2)m+n—3) — (m—1)(m—2)(m—3)—(n—1)(n—2)(n—3)\ 
mn(m--n—4) | 


2 


—». 


Man erhält also wirklich weder mehr noch weniger als p unabhängige, überall 


x 


endliche Integrale. indem man diesen Constanten alle möglichen Werthe beilegt. 


$. 12. 

er Abelsche Satz auf den Schnitt algebraischer Flächen angewandt. 

Es sei nun ©=0 eine Oberfläche #°" Ordnung. Betrachten wir den 
\usdruck 2% ausgedehnt über alle Schnittpunkte der Fläche @= 0 mit der 
vegebenen Curve. Führen wir bei der Integration wieder die Coeflicienten 
einer Funetion © durch die Gleichung @=0 als Variable ein. so dass ers! 
in den oberen Grenzen »» in die eevebene Fläche übergehe. Bezeichnen wir 


_ 


dureh de. was aus ww durch Variation der Coeffieienten entsteht. so ist 
Zu,de; = — dw. 
Wultiplieiren wir also unter dem Integralzeichen von % mit der De- 
lerminanle 
=2+0,%0,%,;,. 
so erhalten wir im Zähler: 
Sea Zoeds;| 


Sac Zbc 


q 


ü . Sau, Zbu O0 0 
Staba,dı.ZtoW0w = |, . 
Zar Zbov 0 0 





| 
ız aw; ISbw, 0 — Iw 


= — dw. Fco,r,.|ZauZ2bo—ZbuZa,o,, 
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also 
:I).Lex.dır 
«JS 4 “ j ? 7 
? -/ Y+r ur 
a u a ar w,; 


Bilden wir nun die Summe solcher Ausdrücke, über die betrachteten Sehnilt- 


punkte ausgedehnt: 
9.202.000 
19.) > WW — FE: Jul. 


Ste u, vw, 

und setzen wir über © nur voraus. dass es eine homosene Function m- »- 4" 
Ordnung sei. so ist mil der Variation jedes Coeflieienten von ıe nur eine 
rationale symmetrische Function der Coordinaten aller Schnittpunkte multi- 
plicirt. welche sieh durch die Coellieienten von vr ralional ausdrücken läss! 
Die Ausführung der Integration kann also nur auf rationale und losarithmische 
Funetionen der Coeflicienten von ® führen. Und so hat man folvenden Salz: 
Wenn man die Scehnitteurce zweier Flächen v— 0. r —0 m" und 

»" Ordnung durch eine Oberfläche w 0 schneidet, und wenn © eine 


homogene rationale Function (m+n —4)" Ordnung ist, so wird die Summe 


[ 9.2+abx.dx 
2 } ı ı 
ee a} yes . .,> » 
Sau.Ssbr. — Ibu.dar 
ı 3 2 [3 1} q f} l 


ausgedehnt über alle Schnittpunkte der Curve mit w 0. ein Aggregal 


der Integrale 


rationaler und logarithmischer Functionen der Coefficienten von w. 

Man kann indess. wie im folgenden $. geschehen soll. nachweisen. 
dass. wenn © eine ganze Function (m-+-»—4)"" Ordnung ist. in der Gleichung 
19.) der unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck verschwindet, indem 
überhaupt die Summe der Ausdrücke 


F.&erx 
a a 


6, U, Ü, wm, 


“ 


wo F eine homogene Function (m -+-r+k—4)" Ordnung ist. verschwindel. 
wenn man sie über die Schnittpunkte der Flächen z«=0,. 2 =0, w = 0 aus- 
dehnt. Dann wird ZZ eine CGonstante. und man erhält den Salz: 


Die Summe der Integrale 


v .32-+a b,z, dr, 
Sau.2bv.—Sav.>bu 
ı [ ı %& ı 9% L L 
wo © eine ganze Function (m-+n—4)"" Ordnung ist, wird einer Con- 


stanten gleich, wenn man die Summe ausdehnt über alle Schnittpunkte 


der Flächen m’”, n’” und kK'” Ordnung u=V,v=V, w=V0. 
29 * 





& 
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Diese Sätze sind specielle Fälle des folgenden, welcher für eine be- 
liebige Anzahl von Variabeln ausgesprochen ist: 
Die Variabeln x,. ©, ... x, seien mit einander in Verbindung ye- 
setzt durch die Gleichungen 
ud. sn, = A, 25 u ea 


welche m Dezug auf jene homogen und von der Ordnung m. mu. ... m, 


sein sollen. Wählen wir nun ganz beliebig irgend r(r—?2) Grössen 


(1) (1) (1) 
dı >» d, » ee u 
(2) (2) (2) 
dı » d, .» u 
(r—?) (r—?) (r—?) 
d, “ (dl 9 . . . di, be) 


. (i) 
und bezeichnen durch a, den Ausdruck 








(:) (i) ( u, () OU, () ou, 
(, - da, u 6, De werden u . 
Or, or, Or, 
ist endlich © eine homogene Function (m + m; +" +m,.—r)“" Ordnung. 


so ist die Summe der Integrale 


4 (1) _(?2) (r—? 
F Prise. a m... , 8, ‚de, 





’ı _()_(@) _€(r) 
. Ste, u | 


ausgedehnt über alle Werthsysteme, welche die gegebenen Gleichungen zu- 
sammen mit einer (r—1)"” Gleichung u==0 bestimmen, aus algebraischen und 
logarithmischen Funetionen der Coefficienten der letzten Gleichung zusam- 


mengesetzt, und ist insbesondere constant, wenn © eine ganze Function ist 


$. 19. 
Erweiterung eines von Jacobi aufgestellten algebraischen Satzes. 

Den oben angewandten Hülfssatz kann man nun für beliebig viel Va- 
able. den von Jacobi (dieses Journal Bd. 14, pag. 251.) geführten Beweis 
erweiternd. folgendermassen ableiten. 

Es seien s Gleichungen 

ui RE 
gegeben. welche die Unbekamnten 2,. 2%. ... ,, nicht homogen. enthalten. 


Die Anzahl der allen gemeinsamen Lösungen ist «. Man kann diese Lösun- 


ven finden. indem man alle Unbekannte bis auf eine eliminirt. und dann eine 
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a ten U " ki a £ 
Gleichung «“" Grades auflöst. Je nachdem r,. x, ... x. die beibehaltene 
Unbekannte ist. mögen diese Endgleichungen «'““ Grades durch 
au = ... Z=0 

bezeichnet sein. Man kann dann identisch setzen: 

(1) ( (2) Q) (5) _ (5) r 

se u +M, uU Fi ehe -M, [21 AM 

(a) (8) . 2?) Q2), (s) (5) , 

90. Mu +M u +--+M u Zr 


| 


(1 (1) (?) 2) „, s (5 - 
EP u 


1) 


. . 4 i . (:) 
und zwar ist dabei. wenn m’ den Grad von x" bezeichnet. M von der 


Ordnung u — m“. 


Setzen wir nun in diesen Gleichungen für die x Werthe. 
welche zwar einzeln den Gleichungen X, =0,. =0,... X,=0 genügen. 
aber kein zusammengehöriges, den gegebenen Gleichungen genügendes Werth- 
system bilden. so verschwinden in (20.) die linken Seiten, nicht aber die «. 
nd es muss also die Determinante der M verschwinden. 

Dilferentiiren wir nun die Gleichungen (20.) nach den verschiedenen 
r, und setzen sodann zusammengehörige Werthsysteme ein. Aus der Dilfe- 


rentiation der ©" Gleichung erhalten wir das System 








Ay,(1) 2.62) ee 
(1, CU (2) ou (s) OU 
MH, u rn M,; : + +M un er 0, 
Or, ( 2, ( D, 
Ay) 02) 1(5) 
(1) ou (2?) ou 3 (s) OU 
H ——-+M- ER Zei 0. 
or, Or, dr, 


— 


y ou! | y® cud yo Jule) X, 
/Hı — l u a : - z— 








‘ * ı » ı ’ e ni . ii “ e 
OX OA O4 OX 
Ü s i % 
I) ı nu?) 3,65) 
(ı, OU 2) cu (s) OU 
a u T— 0, 
OX; OL, OX; 


und. wenn R die Functionaldeterminante der x ist. durch Auflösung : 


(h) oA, OR 
a en; 
ox . out) 
‘ O — 
OX, 


Bildet man also jetzt die Determinante 4 der M für ein solches zusammen- 
gehöriges System der x, so findet sich: 
1 0X 0Ä oÄ, 


R < IE, OX. OL. 





21) 4 
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Inzwischen hat man nach den gewöhnlichen Regeln der Partialbruchzerlegunse: 











Su I BF x A | 1 4 En 
Er, oA, 0A, 04, U —- 1 —D,...0— 
OL f OL, OT, 
WO je as... 2, irgend welche Wurzeln von X, =0. N —=0,.... X. 
bedeuten, welche in dem eingeklammerten Ausdruck für x&,. ©. ... x. 


selzen sind. und wo die Summe sich auf alle möglichen Combinationen dieser 


Wurzeln bezieht. Nun ist nach dem Vorigen der eingeklammerte Ausdruck 


0 oder gleich dem entsprechenden Werth von fr 


er a 
—., jenachdem die x’ ein zu- 


sammengehöriges System bilden oder nicht. Bezeichnen wir also die zusam- 











mengehörigen Systeme durch obere Indices 1. 2. ... u, so hat man 
h=u 
(22.) ren 4 a ! 
\ ; . / h Zi 
A,A,...A, 1-1 RU’ .2 — a2) ., — 1... - z(*) 


Die Formel kann. entsprechend einer Bemerkung von Jacobi, dazu angewandi 


werden. die Werthe der Summen 


zu bestimmen. wo keiner der Exponenten « verschwindet. Multiplieiren wir 


nämlich (22.) mit irgend einer Function (2 von &,. &. ... x.. Der Werth 
von (2 für das A" zusammengehörige System sei 2"); man hat dann 

s 7 , , (h) i / (h)\ 

Oo ea el 1 A,a—t, )+A: (m — €; Je r 


Beschränkt man sich also auf diejenigen Terme, welche nach absteigenden 


Potenzen der x entwickelt. negative Potenzen sämmtlicher x enthalten. 


kann man rechts in (22.) unter dem Summenzeichen (2 statt .2 setzen. 


. » . Y . AR 
selzt man endlich (2=R, so findet man, dass die Entwicklung von IY X 
ä Er 
mit der Entwicklung der Summe 
h A 
1 EN. SEEN 
2. Rt ud er ER 


in allen denjenigen Termen übereinstimmt, welche negative Potenzen sämmt- 


licher x enthalten: dass also 


kn [6 [1 ü 
 /„ch)\ ' /mth)\ ? (h)\ ° 
BA) A) sc) 
hi 
r h u u —a,—1 — 1,1 , . 
gleich dem Coefficienten von x, N er al in der Entwicklung 
AR 
von 7 = ist, sobald keines der « verschwindet. 
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In der Formel (22.) ist 7 von der Ordnung 
su— m’ — m) — + — m), 


während der Nenner X,X;...X, von der Ordnung su ist. Entwickelt 


also in (22.) rechts nach absteigenden Potenzen der x 






man 


„so verschwinden die 


n. E Y - o 7 1 e. / r 4 
Summen der Coeffieienten von x, “ a, “ "x. %! d.h. die Summen 
_ (a2 I)“ (2 e, B. se )\ 
‘a re kV) ? 
! | | l 2 | | y T " 
sobald , +++, < m "+ m "+... 4 m")—s. Und man hat also den Satz: 


Ist R die Functionaldeterminante der s Functionen m”. m“ 


u len 6 »@ I 2 Ss . 
m" Grades u”, u”,... a”) nach den Variabeln x&,. &5. ... x. 
ist F irgend eine Function der x, welche den Grad m) 4m’ m) 
. F 
nicht übersteigt, so verschwindet die Summe der Werthe von 
’ 
nommen für alle Werthsysteme der x, welche den Gleichungen 
mit, =, BG “r—=o 
genügen“). 
yo . : 0. . Y, U, 4 
Lassen wir endlich &,. 2, ... x, übergehen in +. =... 
ı 7 7 


277 7) 


und 
N 


5 Ä 


JE- 


und 


die @« in homogene Funclionen © dieser s-+1 Variablen. dividirt dureh die en!- 


sprechenden Potenzen von y. Ist dann D die Functionaldeterminante der x 


nach Yı> %2» --. %, So hat man auch 
R= —— —; 


(1) (2) 
und da auch Fin eine homogene Function & dividirt durch y" 


übergeht, so erhält man die Formel 














0—- N D.y 
ur 
Weil nun die Gleichungen bestehen: 
or) | Ord | or) 
ar tee 
oy oY, Oys 
or) er®) | | on?) 0 
U —— 1 —— el ‚._ = x 
J oy 9: oY, I oy; 
I) I, IR) 
or ot ol 
y—— typ ++ = 0 
77 u oY, Ye ag, 





*) Für drei Gleichungen hat Jacobi diesen Satz ohne Beweis mitgetheilt. Band 15, 


dieses Journals pag. 307. 
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so verhält sich 
et ir, 
wo D, die Functionaldeterminante der e nach den y mit Auschluss von y,, 
und mit passend gewähltem Vorzeichen bedeutet. Es ist daher auch 
y__YytoYyı°°6sYs 
D gig TUR or) ° 
MY Me 
welche Werthe auch den ce beigelegt werden. Und endlich hat 
Satz. welcher der oben angewandte Hülfsatz selbst ist: 


A 











man den 


Sind ve’), ©”, ... ve homogene Functionen von Y, Yı. -... Y. von 
den Ordnungen m. nu. ... m,, und ist PD eine homogene Function der 


Ordnung m’ m’ +. .++m")—s—1, so verschwindet immer die Summe 
4 
der Ausdrücke 





®. .(e y4 Yı + FH 6Bs ) 
ur on Oy, OYs 
gebildet für alle Werthsysteme der y, welche den Gleichungen ve) —0. 
9) =0, .... v0” —=O gleichzeitig genügen. 
$. 14. 


Bestimmung der Constanten, und Umkehrung des Satzes über die Punkte einer 
Curve mn‘ Ordnung, welche auf einer Fläche k'" Ordnung liegen. 
Kehren wir zu der vollständigen und nicht zerfällbaren Schnitteurve 

der Flächen x=0. e=0 m“ und x“ Ordnung zurück. Die irgend einem 
Punkte der Curve entsprechenden überall endlichen Integrale seien wieder 


mn(m-+-n—4) u ‚ 
bs as 9, (p —— \ a ) +1), und werden für verschiedene Punkte 


durch obere Indices unterschieden. 





Für die mak Schnittpunkte der Curve mit einer Fläche %'" Ordnung. 
:»—0, hat man dann nach dem ug 
a),  _ (mnk) 


U, ul der er 72: 


5 ra 
\ nn’ zu 


u Hu?) ++. 





(23.) 


Ir: 
wo die y nur noch von der Ordnung von w abhängen. Da ferner die Fläche 
Ordnung als System von A Ebenen erscheinen kann, so hat man offenbar 
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y= k.e,, wo die e dem Durchschnitt einer Ebene mit der Curve entsprechen. 
Endlich sind (vel. $.3) diese Constanten Null, wenn ® in eine Function 9 
übereeht. also für k=m-+n—4. und sind daher überhaupt Null. Und man 
hat den Salz: 

Die Summen der entsprechenden, überall endlichen Integrale, ausge- 
dehnt über die Schnittpunkte einer algebraischen Fläche mit der gege- 
benen Curve, sind gleich Null. 

Nach Jacobi (dieses Journal Bd. 15. p. 305) bestimmen sich von solchen 
mnk Punkten einer gegebenen Schnitieurve zweier Flächen m" und x" Ord- 
nung. welche auf einer Fläche #" Ordnung liegen können, immer eine ge- 
wisse Zahl dureh die übrigen; und zwar ist die Zahl der durch die übrigen 
bestimmten, wenn 


kZ>m+n—3 kZSm kZSn, 


— - a 


senau gleich p. Ist aber k Zm-+n— 3, so wird diese Zahl kleiner. nämlich 


eleich 
m+-n—k—1I.m+-n—k—2.m-+n—k—93 


ERTL WORAN ————, 





so lange %k grösser als die Zahlen m, » bleibt: sie ist gleich 


k-1.k -2.k-: D—Nn- «Äh — „u +; 
u EEE RAT TE “IF, 1. 





wenn m > k = n»—3. und gleich 


[5 r 1 k L2.h- > 
mnk — — - +1, 





wenn % kleiner ist als beide Zahlen. Hieraus geht hervor, dass, wenn 
k —_ m+n-—3. die Zahl der Gleichungen (23.) genau gleich der Zahl der 
mittelst derselben zu bestimmenden Punkte ist, welche neben einer Anzahl be- 
liebig zu wählender auf einer Fläche k'” Ordnung liegen können; und dass. 
wenn k<m-+n—3. die Anzahl jener Gleichungen grösser, insbesondere bei 
k = m-+n—4, um 1 grösser ist, ohne dass dieselben deswegen aufhören können 
verträglich zu sein. 

Bemerken wir nun, dass nach dem Abelschen Theorem die Differential- 
sleichungen 

du) + du‘ Hese du” u A 


(1) (2) nk) 
du, +du, + +d = 0, 


a) 2) h (mnk) 
du, + du, +--+du, == .® 
Journal für Mathematik Bd. LXIN. Heft. 3. 30 
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die vollständige algebraische Integration zulassen. so sehen wir. dass insbe- 
sondere diese algebraischen Integrale vermittelst einer geeigneten Bestimmung 
der in ihnen enthaltenen Constanten dahin müssen gebracht werden können, 
die Bedingungen auszudrücken. unter welchen m»k Punkte der Curve auf einer 
Fläche #" Ordnung liegen. Da nun die passende Bestimmung dieser Con- 
stanten in der Iranscendenten Form der Integralgleichungen soeben geleistei 
ist. so kann man den umgekehrten Satz aufstellen: 
Sobald zwischen den überall endlich bleibenden, den von Herrn 
liiemann aufgestellten Bedingungen gemäss gebildeten Integralen die Glei- 


chungen bestehen: 


(1) (2) (mnk) 

u Tu z—u ==: 9, 
' (!) (:) (mnk) 

) 1. "; : U u U; - 0, 
(1) (-) (mnk) 

U, U, + +u, 0, 


liegen die entsprechenden mnk Punkte der Curve auf einer Fläche k' 


Ordnung. 
5 18. 
Berührungstlächen, welche durch gegebene Punkte der Curve gehen. System: 


von Berührungsflächen. 
Die Aufgaben, welche im Früheren bei ebenen Curven behandelt sind. 
können nun in ganz ähnlicher Weise bei Raumeurven durchgeführt werden. 
Es sei k -m-+-n—3: auf der Curre mn” Ordnung seien mnk — pı 
Punkte beliebig gegeben: man soll durch sie eine Fläche K” Ordnung ® 
legen. welche die Curre in p Punkten r-punktig berührt. 


/ mn(m--n—4 
Pe.) 


- 





Ist kn k<m, so wird dıe Fläche k"" Ordnung insofern unbestimmt. als 
iede Fläche A" Ordnung, welche durch den Schnitt derselben mit der Fläche » 
Ordnung hindurchgeht, denselben Bedingungen genügt. In diesem Falle kann man 
also statt von der Fläche A" Ordnung, von der Raumcurve kn‘ Ordnung sprechen, 
welche bei solchen Veränderungen constant bleibt, und kann dieser die Eigenschatten 
beilegen, welche von der Fläche %'" Ordnung gefordert werden. Ist dagegen k auch 

m, so hat jede Fläche die verlangten Eigenschaften, welche durch die Schnitt- 
punkte der drei Flächen m’, n'", Ak" Ordnung hindurchgeht. In diesem Falle also 
hat man es nur noch mit einem bestimmten Punktsystem zu thun, welches das gı 
meinsame Element eines Flächenbündels bildet. 
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Die Anzahl der in der Aufgabe enthaltenen Bedineunsen ist 
mak — pr-+-p(r—1) mnk — p. 


Nehmen wir hinzu, dass nach dem Vorigen für die m»% Schnitipunkte einer 


ler 


Fläche 4° Ordnung mil der Curve p Bedingungen eintreten. so siehl man. 
dass die Aufgabe sowohl bestimmt als lösbar ist. Aber nur die Berührunes- 
punkte sind unter allen Umständen wirklich bestimmt; die Fläche #" Ord- 
nung selbst kann. je nach der Grösse von %, mehr oder minder willkürlich 
bleiben. 

Die den gegebenen Schniltpunkten entsprechenden Integralsummen seien 


nun U). U. ... U,: die den gesuchten p Berührungspunkten entsprechenden 
seien %,. %a» ...0,. Die Gleichungen (24.) gehen dann für den vorliegenden 


Fall über in: 


/ ®; Br 
ro, Ei. 
Pu, 32 - B.; 
oder in: 
’ [ | A, 
® re en _— E 
/ ii 
Ü, A, 
= — — 
r 7 
“ U, A, 
Ü —— u Ze —e 
re ii 


Die p» Berührungspunkte bestimmen sich also durch eine Gleichung p"" Grades. 
deren Coeffieienten 9-Functionen mit den Argumenten e sind. Die letzteren 
enthalten die 2p Zahlen m, q in den A, und da jeder derselben alle Werthe 
von O bis r—1 beigelegt werden dürfen. so ist die Anzahl aller Lösungen 
des Problems: 


mn(m-+-n—4+)—+2 


.—H% 


Man kann hier ähnliche Betrachtungen anstellen. wie in $.4. und findet den Satz: 
Wenn man durch r—1 Systeme von Berührungspunkten und durch 

die gegebenen Punkte eine Fläche k'” Ordnung legt, so schneidet sie die 
gegebene Curve in p Punkten, in denen eine durch die gegebenen Punkte 


gehende Fläche k" Ordnung die Curve berührt. 


30 * 
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Von den r—1 Systemen können mehrere zusammenfallen, wo denn die ersi- 
erwähnte Fläche 4" Ordnung an solchen Punkten berühren muss. 

Von den gegebenen Punkten können selbst « mal r so zusammen- 
ireten, dass in ihnen die gesuchte Fläche ebenfalls r-punktig berührt. Als- 
dann berühren also die betrachteten Flächen in (p-+.«) Punkten r- punktig. 
und gehen ausserdem durch mak —(p-+-u)r gegebene Punkte. 

Lassen wir nur die leizieren gegeben sein, so wird die Aufgabe offenbar 
unbestimmt. und es können immer « Berührungspunkte beliebig gewählt wer- 
den. wo denn jedesmal die Aufgabe noch r” Lösungen gestaltet. 

Hiebei entsteht der Begriff eines Systems von Berührungsflächen. Durch 
eonlinuirliche Aenderung der « wählbaren Berührungspunkte kann man aus 
einer Berührungsfläche unendlich viele stetig ableiten; aber nur diejenigen. 
für welche das System der A dasselbe ist. Bezeichnen wir also als System 
von Berührungsflächen solche, die durch stetigen Uebergang aus einander ab- 
geleitet werden können, so hat man den Satz: 


‚mn(m+n—4)-+? 


Eine Curve m.n‘“ Ordnung lässt ı Systeme von Be- 
rührungsflächen k'' Ordnung zu, welche die Curve in p+u Punkten 
r-punktig berühren, und ausserdem durch mnk—(p-+u)r auf der Curve 
gegebene Punkte geht; wobei k - m-+-n— 3 vorausgeselzt wird. 

Und man hat über dieselben (vel. $. 5.) folgende Sätze: 

Die Berährungspunkte von irgend r Flächen desselben Systems liegen 

auf einer Fläche k“ Ordnung, weiche durch die festen Punkte hindurchgeht. 

Legt man durch die gegebenen Punkte und durch r—1 Systeme von 

je p-+ u Derührungspunkten, welche gleichen oder verschiedenen Systemen 

angehören können, eine Fläche k“” Ordnung, so trifft dieselbe noch immer 
ein r” System von Derührungspunkten. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo mn»%k durch r theilbar ist. 

In diesem Falle kann man alle Schnittpunkte der Fläche #"" Ordnung mit der 

..  mmk n . 

Curve zu r in —— Punkte zusammenrücken lassen, und man erhält dann 

Systeme von Berührungsfllächen, welche die gegebene Curve r-punktig be- 

rühren. wo sie derselben begegnen. Diese Systeme sind dadurch wichtig. 

dass sie nur noch von der Natur der Curve selbst abhängen, nicht mehr von 


a: . u ) mnk 
der Lage eines beliebig auf ihr gewählten Punktsystems. Die p+u= —- 


Integrale a,, welche den Berührungspunkten entsprechen, werden hier be- 
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stimmt durch Gleichungen der Form: 





. mnk A 
(1) (2 
U), HR FRE . ) — _, 


Man leitet daraus, wie in $. 6. den Satz ab: 
Wenn k—m+n—3 und mn= (p+u)r, so giebt es Systeme von 
7... ler r FB r . er . f 
Flächen k“” Ordnung, welche die Curve m.n'” Ordnung in p+u Punkten 
r-punktig berühren. Die Zahl der Systeme ist r", wenn k und r re- 
lative Primzahlen sind; ist dagegen k=k's, r—=r's, und sind k', r' relativ: 
Primzahlen, so ist die Anzahl der Systeme r”’—r"”. 
Sätze über die Lage der Berührungspunkte erhält man. wie in $. 6 
angedeutet ist. 


$. 16. 
Berührungsflächen, welche nur in endlicher Anzahl existiren. 
Unter den soeben behandelten Aufgaben zeichnen einige sich durch 
die Eigenschaft aus, völlig bestimmt zu sein. 
Ist k — m+n—3 und mnk = pr, so hat man eine in p Punkten r-punk- 
tig berührende Fläche vor sich, deren Berührungspunkte wenigstens voll- 


mn(m—n — 4 
2 
nur den Factor 2 gemein haben, und zwar auch diesen nur. wenn eine der 


kommen bestimmt sind. Nun können die Zahlen m» und p = 


Zahlen m, » die Form 4%4-++2 hat, während die andere ungerade ist. In 
diesem Falle setze man 





i p mn 
k=b., r= Ws, 


in jedem anderen 





k=p., r=mm.s, 


und man erhält nach den Sätzen des vorigen $. für die in Rede stehenden 
Aufgaben, deren Lösung auf der Hand liegt, folgende Bestimmungen: 


Für eine Curve m.n'” Ordnung giebt es n”(s”—1) Berührungsflächen 
der Ordnung p.s, welche in p Punkten mn.s-punktig berühren. Nur 
wenn eine der Zahlen m, n von der Form Ah+2, die andere ungerade ist. 


2p . 
giebt es (>-) (s?—1) Berührungsflächen von der Ordnung 5 welche 


j mn } a 
in p Punkten we punktig berühren. 
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Ueber die gegenseitige Lage der Systeme von Berührungspunkten 
selten analoge Sätze wie bei den Systemen von Berührungsflächen. 

Aber zu diesen Aufgaben treten andere, welche ebenfalls völlig be- 
stimmt und dadurch merkwürdig sind, dass für »=1, m —=4 die Doppeltan- 
venten der Curven vierter Ordnung als specieller Fall erscheinen. Ist nämliel 
<< m-+-n—3, aber zugleich % gleich oder grösser als die Zahlen m, n. so 
isi nach $. 16 die zur Bestimmung der Schnittpunkte der Fläche mit der 
Curve gleich 

m+-n—k—i.m+-n—k—2.m-—-n—k—3 
EEE WELDEE HER WE TREE] 
Damit eine Fläche »” Ordnung überall, wo sie die Curve trifft, r-punktig 
berühre, sind muk. 1 Bedingungen zu erfüllen. Diese Zahl wird der vorieen 
vleich. und also die Aufgabe völlig bestimmt. wenn r=2, k—=m+n-4 
Und man hat also den Satz: 


Die Curve m.n” Ordnung kann von einer bestimmten Anzahl von 


mn(m-+-n— 4 


Flächen der Ordnung m+-n—4 in 5 I Punkten zweipunktig be- 





rührt werden. 

Dies ist selbst dann noch richtig. wenn, was anfangs ausgeschlossen 
wurde. k= m--n—4 kleiner als eine der Zahlen m oder » wird. Ist näm- 
lich »=2 oder »=3,. so hat man k=m—?R oder k=m-—1. Nach $. 16 
muss, damit der vorstehende Satz dann noch richtig bleibe, die Gleichung 





k+1.k+2.hk+3, k—n-+i1.k—n+?2.k—n-+3 mnk 
liess: immer seien ezingmnnmanne Maker > 
) 6 2 


stattfinden. was wirklich der Fall ist. 
Die Berührungspunkte einer solchen Fläche werden, wie in $. 8 die 
Berührungspunkte der Curven, aus den Gleichungen 








0 ı ZU. ei. A, 
% TU TU u. 
WER: We eD) __ 4, 
U, U TU = 5° 
CU C) Bu ao __ 4% 
A, TU, x Wale a Eau 2» 


gefunden. welche nur bestehen können. wenn zwischen den in den A enl- 
haltenen Zahlen »m, g die Relation besteht: 


mg tat t+m,g, = ?h+1. 
Man findet daraus nach der Schlussweise des angeführten $.: 
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Die Anzahl dieser Berührungsflächen ist: 


mnlm-+n—4) man(n --n—+) 


2,2 PR, 





Ueber die gegenseitige Lage der Systeme von Berührungspunkten vol. $. 8. 


Insbesondere findet sich. ähnlich wie dort, hier der Satz: 
mn(m--n 


Unter den 2"? (p = —— u u 1) Systemen von berührungsflächen 
"" Ordnung, welche, bei geradem m-+-n von gerader, bei ungeradem 
m-+-n von ungerader Ordnung sind, und welche die Curve m.n” Ord- 
nung überatl, wo sie derselben begegnen, zweipunktig berühren, giebt es 
immer 277'(2?—1) Systeme, bei welchen die Berührungspunkte jeder 


Fläche mit denen einer bestimmten der vorhin behandelten Berührungs- 


x Ä u ro k+m-—n—4 
flächen (m+n—4)“ Ordnung in einer Fläche —— . —— "" Ordnung 


liegen: und es giebt, wenn m+n gerade, 2 (AP-+-1)—1. wenn m--n 
ungerade, 2"7'(2?--1) solcher Systeme, bei welchen die Berührungspunkte 


k+m+n—4 ,. 
einer Fläche niemals auf einer Fläche der Ordnung —- —— liegen 


s. 17. 
Curven vierter Ordnung, welche den Schnitt zweier Flächen zweiter 
Ordnung bilden. 

Die einfachsten vollständigen Raumeurven sind die der vierten Ord- 
nung. welche den Durchschnitt zweier Flächen der zweiten Ordnung bilden. 
Für diese ist » = 1. sie führen also auf elliplische Funelionen. wovon man sich 
auch durch directe Betrachtung des überall endlich bleibenden Integrals über- 
zeugt. Vier Punkte, welche in einer Ebene liegen. genügen dann bei geeig- 
neter Bestimmung über den Anfangswerih jenes Integrals der Gleichung: 

du = 0. 
Statt der Modulsvsteme A kann man hier die Grössen 2aK +2biK’ setzen. Zu- 
nächst also findet man. indem man die Grössen « sämmtlich einander eleich setz. 
die Punkte, in welchen eine Ebene vierpunktig berühren kann, aus der Formel: 
2aK + 2bik’ 
, i 





Die Zahlen a, b können die Werthe 0, 1, 2, 3 erhalten; die Anzahl solcher 
Punkte ist also 16, wie bekannt. Für einen derselben it a=0. b=0, also 
auch v=0; die untere Grenze des Integrals u ist daher so zu wählen, dass 


für den Berührungspunkt einer Wendungsberührebene das Integral verschwindet. 
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Lässt man nur drei der « einander gleich werden. so hat man eine 


(leichung der Form: 
u+s3uW = 0. 





oder 
) DahK-- 2biK' 
(26.) = 4 a EB ik 


woraus der Satz folgt: 
Durch jeden Punkt der Curve vierter Ordnung kann man neun 
Schmiegungsebenen an die Curve legen. 
Unter diesen ist die Schwingungsebene im Punkte selbst nicht enthalten. 
Lässt man nur zwei der « einander gleich werden. so hat man 


(27.) “SPEER u i u’ u 





Durch je zwei Punkte der Curve lassen sich vier Tangentenebenen 
am dieselbe legen. 
Werden auch die andern « einander gleich, so hat man eine doppeltberüh- 
rende Ebene, und für die Berührungspunkte 
2aK-4-2bik' 
5 A 





(28) u+ru = 


Es giebt vier Systeme von Ebenen, welche die Curve zweimal be- 
rühren, und durch jede Tangente geht eine Ebene jedes Systems. 

Wenn man die vier Argumente «’, welche aus der Gleichung (27. 
entspringen, addirt, so findet man ihre Summe gleich —2(a-+w), d. h. 

Durch irgend zwei Punkte der Curve und die Berührungspunkte 
der durch sie an die Curve gelegten Tangentenebenen, lässt sich eine Schaar 
von Flächen zweiter Ordnung legen, welche in den gegebenen Punkten 
die Curve berühren. 

Von den 9 Punkten (26.), in denen eine aus einem gegebenen Punkte 
gelegte Schmiegungsebene die Curve berühren kann, liegen drei mit dem ge- 
vebenen in einer Ebene, so oft die Summen der entsprechenden « und der 
entsprechenden 5 durch drei theilbar sind. Mit Rücksicht auf die von mir 
pag. 111 dieses Bandes gegebene Darstellung der Wendepunkte einer Curve 
dritter Ordnung kany man diese Beziehungen durch folgenden Satz ausdrücken: 


Wenn man einen Punkt der Curve vierter Ordnung mit denjenigen 
I Punkten verbindet, in denen eine von demselben gelegte Schmiegungs- 
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ebene die Curve berühren kann, und wenn man diese 9 Strahlen durch 


irgend eine Ebene schneidet, so erhält man ein Punktsystem, welches das 
System von Wendepunkten einer Curve dritter Ordnung sein kann. 
Ferner: 

So oft drei dieser I Punkte mit dem gegebenen in einer Ebene liegen. 
liegen die anderen 6 auf einer Schaar von Flächen zweiter Ordnung. 
welche in dem gegebenen Punkte die Curve berühren. 

Alle 9 Punkte liegen auf einer Schaar von Flächen dritter Ordnung. 
welche in dem gegebenen Punkte die Curve dreipunktig berühren. 

Betrachten wir noch die gegenseitige Lage der Berührungspunkte der Wen- 
dungsberührebenen, welche durch die Formel (25.) gegeben sind. Bezeichnen 
wir irgend einen jener 16 Punkte, den Coeflieienten a, b entsprechend. dureh 
(a,b). so liegen offenbar. weil die entsprechenden # zusammen congruent 0 
sind. (a,b). (a+2,b). (a,b+2). (a+2.b+2) in einer Ebene. Ferner ist 
auch mit O0 congruent die Summe irgend zweier der solchen vier Punkten 
angehörigen Integrale, multiplieirt mit 2. Man hat daher die Sätze: 

Die 16 Berührungspunkte der Wendungsberührebenen theilen sich in 
vier Gruppen zu vier. Je vier Punkte derselben Gruppe liegen in einer 
Ebene: und die Tangenten je zweier Punkte derselben Gruppe liegen 
gleichfalls in einer Ebene, so dass solche vier Tangenten sich in dem- 
selben Punkte schneiden. 

Bekanntlich sind jene vier Ebenen die des beiden Flächen gemeinsamen Polar- 
tetraeders,. und die letzterwähnten Punkte sind die Ecken desselben. 
$. 18. 
Raumecurven sechster Ordnung. 

Die Theorie der Curven sechster Ordnung. welche der vollständige 
Durchschnitt von Flächen zweiter und dritter Ordnung sind. knüpft sich wesent- 
lich an die Theorie der dreifach berührenden Ebenen, welche für sie fast canz 
dieselbe Rolle spielen. wie die Doppeltangenten für die ebenen Curven vierter 


Ordnung. Man hat für diese Curven p=4; die Bedingungen also dafür, dass 
6 Punkte der Curve in einer Ebene liegen, sind enthalten in den Gleichungen 
iin eh 
u == u‘ ee u” —=U. 
er ee 


MD), @ u 
u +, +4 =I&. 


Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft 3. 
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Dreifach berührende Ebenen erhält man, wenn dreimal zwei Systeme der « 
zusammenfallen, wenn also 

ah 05 Au TE 

ut = —- 

Der Schluss des $. 16 führt dann sofort auf folgende Sätze: 

Es giebt 120 Ebenen, welche eine Kaumeurve sechster Ordnung in 
drei verschiedenen Punkten berühren. | 

Legt man durch irgend drei Berührungspunkte einer solehen Eben« 
eine Fläche h’ Ordnung, so schneidet sie die Curve noch in 6bh—3 
Punkten, in welchen dieselbe von einer Fläche (2h— 1)” Ordnung zwei- 
punklig berührt werden kann. Han erhält so 120 Systeme von Be- 
rährungsflächen (2h-—- 1," Ordnung. Es giebt deren noch 136 andere, 
deren Berührungspunkte nie auf einer Fläche h” Ordnung liegen. Aber 
alle 256 Systeme haben die gemeinsame Eigenschaft, dass die Berührungs- 
punkte je zweier Flächen desselben Systems auf einer Fläche (2h— | 
Ordnung liegen. 

Ferner: 

Es giebt 255 Systeme von Flächen zweiter Ordnung, welche die 
Ourve sechster Ordnung in 6 verschiedenen Punkten berühren: die Be- 
rührungspunkte je zweier Flächen desselben Systems liegen auf einer 
Fläche zweiter Ordnung. 

In jedem dieser Systeme kommen 25 Flächen vor, welche in Paar: 
dreifach berührender Ebenen zerfallen. Die 12 Berährungspunkte je 
zweier solcher Paare liegen auf einer Flächenschaar zweiter Ordnung. 
d. h. auf einer Iaumeurve vierter Ordnung. 

255.28.27 
5) 





Solcher Raumeurven vierter Ordnung giebt es hienach 
\ber da ein System von vier Ebenen auf drei Arten in zwei Paare getheili 
werden kann. so ist dabei jede Curve vierter Ordnung dreimal gerechnet. 
Die wirkliche Zahl dieser Curven vierter Ordnung ist daher An — 32130. 

Da sämmtliche 360 Berührungspunkte auf mehrfache Weise so unter 
30 Flächen zweiter Ordnung (Raumeurven vierter Ordnung) vertheilt werden 
können. dass kein Punkt auf mehreren Flächen liegt, so liegen alle 360 Be- 
rihrungspunkte auf einer Flächenschaar der sechszigsten Ordnung, und sind 
der vollständige Durchschnitt derselben mit der Curve sechster Ordnung. 

Damit 12 Punkte der Curve sechster Ordnung auf einer Flächenschaar 


‚weiter Ordnung. oder auf einer Raumeurve vierter Ordnung liegen. müssen 
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. 
an 


die Gleichungen 


1), (*) (1?) 
U. 1 M, I 10 HM, { } 


erfüllt sein. Lässt man viermal drei Punkte zusammenfallen. so ergeben sich 


die verschieden gebliebenen Integrale aus Gleichungen der Form 


A 
U, TU TU, TU . 
«) 


wonach sich die Punkte jedesmal mittelst einer Gleichung vierten Grades be- 
stimmen. Man hat also den Satz: 
Es giebt 3 = 6561 Raumcurven vierter Ordnung, welche die Baum- 
curve sechsler Ordnung in vier verschiedenen Punkten dreipunktig berühren 
Und: 
Legt man durch die Berährungspunkte zweier solcher Curven eine 
Fläche zweiter Ordnung, so schneidet sie die Curve sechster Ordnung noch 
in den Berührungspunklten einer dritten Derührungseurve. 
$. 19. 
Erweiterung eines Steinerschen Problems. 

Im Vorigen sind ausschliesslich Berührungsaufgaben behandelt. und ge- 
zeigt. wie die Lösung derselben mit Hülfe der Abelschen Funetionen sich aufs 
Einfachste darstellt. Jch werde jetzt noch ein anderes sehr allgemeines Pro- 
blem untersuchen; ein Problem, dessen speciellsier Fall von Steiner behan- 
delt ist, und von welchem ich p. 94 u. folgg. dieses Bandes eine analvlische 
Lösung gegeben habe. welche sich im Wesentlichen gleichfalls auf die hier 
auseinander gesetzten Prineipien stützt. Dieses allgemeine Problem lautet Tol- 
sendermassen: 

Gegeben sind r Gruppen von je mnk—pf Punkten einer Curve mn" 
Ordnung (k — m-+-n—53): gesucht r Systeme von je p Punkten auf der- 
selben, in folgender Art. Eine Fläche k“ Ordnung soll durch die Punkte 
der ersten Gruppe und die ersten f-1 Systeme gehen: sie ist dadurch 
vollständig bestimmt, und ihre übrigen Schnittpunkte mit der Curve bilden 
das f" System. Eine zweite Fläche k” Ordnung soll durch die zweite 
Gruppe und durch das 2", 3", ... f" System gehen: sie bestimmt das 
f-+1" System. Auf diese Weise soll man fortfahren, so dass der Reihe 
nach r Flächen k” Ordnung gebildet werden, und dass die heihe der 
Systeme sieh schliesst, indem nach dem r'" System kein neues mehr er- 

zeugt wird, sondern wieder das erste, nach diesem das zweite, u. s. w. 


31 * 
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Man erhält die entsprechende Aufgabe für die Ebene, indem man nur 
n | setzt. 

Bezeichnen wir die den Gruppen entsprechenden Integralsummen durch 
:c,, die den Systemen entsprechenden durch o,, indem wir die verschiedenen 
(Gruppen und Systeme durch obere Indices unterscheiden. Der Ansatz des 


Problems ist dann in folgenden Gleichungen enthalten: 


),_®, Br ‚) 

% TER Ey ©, — %; k 

Bi. =: DER © Du sa ® 

(1.) Fi TE TI TR = 0%, 5; 
N), WW a (vr) 

be - 


Um die Lösung dieser für die ® linearen Gleichungen zu erleichtern. werde 


u (h) ’ u i } 
ich unter ®, auch dann noch eine Grösse v, verstehen. wenn der Index / 


den Werth r 


dessen oberer Index bei 
den obigen Gleichungen leiten sich dann zunächst folgende ab, in denen 4 


, ö (/F) . . 
überschreitet; und zwar soll ve, dann dasjenige v» bedeuten. 
der Division von » durch r als Rest bleibt. Aus 


einen beliebigen Index bedeutet: 


(+1) (’) (h) (f+h) 
m; - vo, ZU, -% ; 


daher auch: 


—s—l 1: a 
"an (H--14Af) (h+Af)y PM)  _(h+sf) 
I, — W, ., —d, 


! 
Nun bemerkt man, dass zwei Fälle unterschieden werden müssen. Sind 
nämlich f und r nicht relative Primzahlen, also eliwa 
f=9./f, reger, 


wo f', r' relative Primzahlen sind, so steht auf der rechten Seite Null, sobald 


man s—r" macht. Man wird dann also auf Bedingungen zwischen den » oe- 


führt, und kann folgenden Satz aussprechen: 
Sind f, r nicht relative Primzahlen, sondern ist f=gf', r=gr', wo 
f'. r relative Primzahlen sind, so ist die obige Aufgabe nur möglich, wenn 


die p(g—1) Bedingungen erfüllt werden: 





(!) | (/+1) (v’—1) f+1) 
| m; 5% I. u a m; 
(?2) | (f+?) ((r’—1) +2) 
. = W, T%; erh m, 
3.) 
i (2) (+2) , (N f+g) 
= %; -r m, zu u = I, 7 : 
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und wenn diese Gleichungen erfüllt sind, so gestattet die Aufgabe un- 
endlich viele Lösungen, indem die ersten f—1 Systeme ganz willkürlich 
gewählt werden können. 
Sind dagegen f, r relative Primzahlen, so kann man mittelst der Glei- 
chung (2.) alle vo, durch irgend eines derselben ausdrücken. und erhält: 
| 1-1 | 
. 70 eg (h-HAf) (h-+14+4f) 
(4.) © =n +2 tw, — 1, L. 
40 
Addiren wir nun sämmtliche Gleichungen (1.), so findet sich 
20, = —=w,, 
oder, wenn FZw,=z, gesetzt wird, und man bemerkt, dass sämmtliche », nach 
(4.) dasselbe Submultiplum der Perioden, ihre Summe also das r-fache eines 


solchen enthalten muss: 
u) ‚2 wer | S% 
eo, +0 + +® 717 
Setzen wir in diese Gleichung die oben in (4.) erhaltenen Werthe der » ein. 


so kommt: 


5 1 /=s—l . . 
7 (h-+if) (A-41--Af) 2: .,„ rA: 
EEE Er )zE --tr—- 
od f f 
(h) . . u ü AHA) (k+1-+4f) 
= ro +2 (r-i-1)(w;, — ıD, 
0 
Führt man also endlich die Bezeichnung ein: 
” (h) (ch) | f (h+f) , (h+tr-2f) 
5.) & = (r-I)w, +(r-?2)w; Hr +1.0, 
so ergiebt sich: 
” „e L) (ch) f 
() k k ri 
a Pen tıT, 
rf ? f 


Durch diese Formel ist die Lösung der Aufgabe vollständig gegeben. 
da man aus den gefundenen Werthen der » die Punkte der Svsteme mittels! 
Gleichungen p'“" Grades berechnet. Da in den A die Zahlen m, qg alle Werthe 
von O bis f—1 erhalten dürfen, so erhält man das Resultat: 

Wenn f, r relative Primzahlen sind, so ist die Aufgabe auf f” Arten 
lösbar. 

Diese Aufgabe hat Steiner a. a. O. nicht behandelt; wohl aber bei 
ebenen Curven dritter Ordnung (p=1) einen besonderen Fall des oben als 
unbestimmt erkannten Problems. Man kann nämlich festsetzen, dass die 
"= gr' Gruppen nicht sämmtlich verschieden sein sollen, sondern dass nur 4 
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verschiedene Gruppen exisliren, welche r'mal hinter einander in derselben 

Reihenfolee benutzt werden. Man kann ferner festsetzen. dass die Anzahl 

der Punkte jeder Gruppe gleich p sei, wie in den Systemen. dass also 
mnk = pif+1). 

\ehnlich wie in $. 16 ergiebt sich dann 


mn 


k - Es, =» :s—1. 


2 
wenn eine der Zahlen m, » von der Form 4h-+-2. die andere ungerade ist: und 
h = ps, [= mns— 1 

in jedem anderen Falle. Die Gleichungen (3.) gehen dann über in: 
' (i) a (?) a (2) 
r.W, r.0, ..=r.w, 
und wenn also die erste Gruppe beliebig angenommen wird. so bestimmen 


sich die Punkte der übrigen Gruppen den Gleichungen 


9) _,.,09, 4% 
m, = Wu 77 4% . 
£3) (1) A; 
mM; Si: a j' -. 
£ ) 
(2) | (1) A, 
Im. zn m, t — 
r 


entsprechend durch ebensoviel Gleichungen p'" Grades. In diesen Gleichungen 
können den in den A vorkommenden Zahlen m, q die Werthe 0. 1.... r—I 
beigelegt werden: doch so, dass niemals zwei Systeme der A mit ungleichen 
oberen Indices gleich werden. Die Anzahl aller möglichen, zu einer gege- 
benen gehörigen Reihen von Gruppen ist also: 

1. ? 2... -(9—1) 


1.3.) 





Unter diesen Lösungen der Aufeaben sind aber. wenn r' keine Prim- 
zahl ist. auch solche enthalten, bei denen der Kreis von Flächen sich früher 
als nach rmaliger Benutzung aller Gruppen schliesst. und welche daher für 
das vorliegende Problem nur insofern mitzählen. als die dabei gebildete Reihe 
von Flächen mehrfach gerechnet wird. 

Dieses ist die unmittelbare Erweiterung des angeführten Steinerschen 
Problems. welches. wie man sieht. für alle ebenen und doppelt gekrümmten 


Curven eintritt. und in allen Fällen nach den hier entwickelten Prineipien mit 
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Leichtigkeit gelöst wird. Auch für die gegenseitige Lage der aus den ein- 
zelnen Lösungen erhaltenen Punktgruppen existiren ähnliche Sätze. wie ich 
sie bezüglich des ursprünglichen Steinerschen Problems in der angeführten 
Abhandlung entwickelt habe. Ein genaueres Eingehen in diese Verhältnisse 
würde hier zu weit führen: auch scheint es. als ob bei so allvemeinen 
Problemen vorzüglich die Einsicht von Interesse ist. dass ihre Lösune in einer 
bestimmten Weise aus gegebenen Prineipien abgeleitet werden könne. weniger 
aber die Entwicklung der dabei eintretenden Umstände. welche der Natur der 
Sache nach nicht anders als weitläufie sein kann. wenn sie einivermassen er- 
schöpfend sein soll. 

Ich benutze diese Gelegenheit, um eine Bemerkung bezüglich meiner 
Abhandlung „über eine Classe von Gleichungen. welche nur reelle Wurzeln 
besitzen (Bd. 62. p. 232 dieses Journals) nachzutragen. Gleichungen der be- 
trachtelen Art sind bereits früher von Hermite in den Comptes Rendus der 
Pariser Akademie. 1855. zweites Semester, untersucht worden. wo sich die 
Eigenschaft derselben, nur reelle Wurzeln zu besitzen. angegeben findet. 


(riessen. den 28. October 1863. 
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Note sur la transformation de la cubique ternaire 
en sa forme canonıque. 


Par M. William Spottiswoode & Londres. 
l 


En effectuant cette transformation bien connue, on fait usage ordi- 
nairement de sa forme canonique elle m&eme et de son Hessien pour «viter 
les expressions plus longues qu’on trouve en suivant la methode directe. Je 
me propose igi diindiquer une route par laquelle en partant de la transfor- 
malion directe on retrouve l’equation biquadratique de Hesse et de Aronhold 
pour determiner le coeflicient du produit des variables dans la forme canonique. 

En effet en posant 


1.) U=ar+by-tes:+3(fya+fıys+gsc+g 304 hary+hay’) + 6hayz 
on peut ecrire pour U, pour les derivees partielles du premier ordre de U 


el pour son Hessien les expressions abregees: 


U= (a,b, ...)(2,y,3), 





1 oU : 2 R 
> 74 hn...)(® 92), 
1 oU . R 
(2.) (3 oy = (h, b,...) (2, y, 2). 
1 coU : e 
3 dz = (Isf; ...)(8, Y; 2)" 
1 


HU) = (a by ...)(2, 9, 3)” 


Puis en introduisant de nouvelles variables par les formules de transformation 
lineaire 








z=a5+ßn+4+YG, V=la ß y 
/% urn | 
(3.) ’ = as+ Ant yıS5 a Pı Yı 
3 = ms+ß,n+Y:6; 0% Pr Ya 





on a pour la transformee de U 
(a,b,...)(2,9,2) = (a,b, ...)(0, 0, + 
+3(a, b,...)(a, &,,%)’(P, Pi, A) nt 
+6(a, b, ...)(a, &,@) (P, Ps B2)(Y Yı, Y2)$nE 
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et les conditions qui doivent eire remplies pour que l’expression en &, 7, {£ 


i 


soit une forme canonique sont contenues dans les @quations 


(4) (a,b,...)(P,Pı, P) (%Yı»Y:) = 0 
(9.) (a, b, Ren (Ps Pı> 3) / (Y »/ı1» pr)" = 9, 


) 
(6.) (a,b,...)(% Yı,Y2) (0, 1,0) = 0, 
(.) (a,b,...)(%, Yı,%2) (0, 0%) = 0, 
(8.) (a,b,...)(o, 0,0%) (P,Pı, Pa) 0 
(9.) (a,b, ...)(@, 01,0) (P,Pıs/%)" = 0, 


10) (8,..)(0, 0,0)” = (a,b,..)(d, PB) = (a,b, ...), >92) > 1. 
En ecrivant 
(11.) (a,b,...)(e, 0, )(ß, ßı, B)(Y Yı; 92) = K 
on deduit de (4.) et (9.) 


(a, h,...)(B, PR) (% Yı>%) = < (Pıyı- Pryı): 
(1sb,...)(P, Pi» P2) (9 Yı372) = — (RY -P yp2)» 


 ; 
(9>f ---)(P; Pı» Pr) £? Yı,y2) > = — 17): 


d’ou, en eliminant y, Yı, 72, on lrouve 


j K 
a P+hpı tg: hP-+hPı+ (k+ Bar P+ (h JR: H-gßa| = 0 


y EN, ro. dir a ai ‚KR u 
hp ++ (k-—)Br> hP+bPı+fP. (k- > P- -fP: - fı P: 





| K | K u! 
++ Br IR: (k-—)B -fPı+ -RP u yP+fPıtePp 


En developpant cette derniere @quation on peut la presenter sous la forme 
suivante 


Apr K\® L2 
(a, b,...)(ß, ßı; BZ) — (a,b,...)(ß, Bi» Ro)” 


. o ie K\?’ : Ä 
que je designe par la notation abregee B(-)= B. On obtient deux equa- 


tions semblables dans lesquelles les coefficients 5, P,. Pf, sont remplaces par 
4, &ı, &% et par Y, Yı, %2. Je reunis ces resultats et je les ecris sous la 
lorme abregee du systeme 


12.) AZ) =A, B() =B. c(&) = 
32 
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En operant sur les deux cöles de ces MDR: avec les facteurs 


o RR > OÖ 
(BZ ++) = (8 dr He) nn. 
oy or F 





Of: 


on trouve, en vertu de (4.) ... (9.),. les six equations suivantes 


(4 e + )C -0, (y En ) B—-0. 
(Yaat)A= C2> +) = 
(e5+ t)B=0, (BZ ee 0, 


c’est-a-dire un systeme que l’on deduit de (4.)...(9.) en eerivant a. b. ... 








au lieu de a, b,..... Je designe ce systeme par les numeros (4.)'... (9.)'. 
En eliminant d’un cöte entre (7.) et (8.). et de l’autre entre (7.) ei 
8.) on trouve les relations 
hr N a ee) 


u... Nu. Ma, u). Nee, 


N “ . / A MM] A 
2/ PY: . Pfı-PıY- 
Au moyen d’une nouvelle indeterminee 44 que l'on introduit, ces proportions 


) ar +) Ar * 
Pıyfa "Pafı . [ 


peuvent eire remplacees par les equations 


| (a, Bi, +), 0, m)" = Ga, u...) 0, m)’, 
(13.) - B, : + - = Gb, BD, ...)e, 0,0), 


ih 1) = Ne)”. 

Par cons@quent on trouvera les valeurs de la quantile 4, en egalant a zero 
le diseriminant de la forme 

a— ba, Ab— 6b, ...)(a, &,, @)”. 
Mais (Vovez A third Memoir on Quanties, by A. Cayley, Philosophical trans- 
aclions, Vol. 146. p. 645) ce diseriminant est 

(H— 2482 +8T1— 488° R, 
R designant le diseriminant de U; de sorte que 4 se determine par l’equation 

(14.)  4#—2484°+8T1—488° = 0. 
Il nest pas necessaire de suivre plus loin la solution bien connue du probleme 
parce quen retombant sur l’equation (14.) on a mis en evidence le rapporl 
entre les conditions (4.)...(9.) et la biquadratique d’Aronhold. 
Londres, decembre 1863. 


——— 





Transformatıons - Formeln für rechtwinklige Raun- 
Coordinaten. 
(Von Herrn O. Hesse zu Heidelberg. ) 


D.:: Problem der Transformation rechtwinklieer Raum - Coordinalen. 
rein analvlisch gefasst. besteht bekanntlich darin: 
„Die Substitutionen zu bestimmen von der Form: 


' 


X = ax +by +cz, 
Y= dre+by+ecz, 
Z = a c+b"y+c"z, 
„welche folgende Gleichung zu einer identischen machen 
2) A+-rY+Z = z+y-+z. 
Diese durch die Substitutionen (1.) identische Gleichung (2.) löset sich in fol- 


sende Bedingungsgleichungen zwischen den neun Substitutions-Coeffieienten auf: 


ii a =1, be+bei+b’e" =0. 
(3.) 'b+b"+b"—=1, ca+ca +c'a =0. 
(er + "+0" =1, ab+ab' ab" =O. 


und das Problem verlangt die wirkliche Auflösung dieser sechs Gleichungen 

Da nämlich die neun Substitutions- Coefflieienten diesen sechs Glei- 
chungen zu genügen haben, so sieht man. dass man irgend drei von jenen 
Coefficienten als unabhängige Variable wählen kann. und dass alle neun Coel- 
lieienten als Functionen der drei Variabeln bestimmt sind. 

Monge stellt alle neun Substitutions- Coefficienten als Funetionen der 
drei Variabeln «a, b', ec” dar *). Euler drückt sie durch drei andere Variabeln 
aus. die von mehr praktischer Bedeutung sind **). 

Die drei Variabeln von Monge oder Euler in den Funclionen. welche 
die neun Substitutions-Coeffieienten ausdrücken. kann man vermitlelst Sub- 
stitulionen erselzen durch drei oder mehrere unabhängige Variabele. Das 
Criterium für die neun Functionen bleiben die sechs Gleichungen (3.). 


*) Me&moire de lacad@mie des sciences de Paris, annde 1784, p. 114. 
**) Introductio in analysin infinitorum, tom. Il, p. 369. 


32 * 
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Das Studium des Hexagramma mysticum von Pascal in seiner analy- 
tischen Auffassung führt zu folgender Darstellung der neun Substitutions - Co- 


effieienten als Functionen von sechs unabhängigen Variabeln 4: 








is seien A. 4, 4, irgend welche sechs variable Grössen. es 
seien ferner: 
[> — (,—h)(hy—4;). (A,—4,), 
m = (kh)kh)... (dk) 
(=) 
a — (ks—A,)(Ag— AR)... (Ag— As), 


y—T. 


CGoefflieienten: 


und 

















Alsdann hat man die Ausdrücke für die neun Substitutions- 





























ei zen) iya, A,—A)l a iyee, 
a=- ; a (A. 
Rh) Ym Aa) R,) Vor 
a’ 2: &- 4,) (A, — 1) iv, h' Ka —d (A, - - ). g iv, 
[ Br „)(A, - 1.) va, 1.)(A, — A, F yn, 
gt" (A, A,)(h,- 1.) Ava, nr —_ = I,)(A, =), iyer, 
=- —, = i 
AR (A -i )( (A, —ÄA,) y 7, (A, — A )(A,— VA, 
5.) ;; 
(A,—A)(A,—4,) iya, 
C 3 ., 
Ri Pay A) vr, 
F m A), —A,) iv 
al )- a) va, 
= GA) ie —h) vn, 
u: ar SQ, 1) va, 

Das Criterium für diese neun Functionen sind die Gleichungen (3. 
Es wird also nachzuweisen sein. dass die Functlionen (9.) jenen sechs Glei- 
chungen \9.) genügen. 

Dazu dient die bekannte identische Gleichung aus der Algebra: 

4 o(A) , (A, (A), 
6.) he PA PA), ... r(A,) mn 0. 
SL, „, Lt, 


in welcher g (A) irgend eine ganze Function von 4 des vierten Grades bedeutet. 


Aus dieser Gleichung gehen nämlich, wenn wir für (A) nach ein- 


ander setzen: 


92 


4 2. hz3) Tr (A—4A,)" (A ,) 


drei identische Gleichungen hervor, die wir auch erhalten, wenn wir für die neun 


7 _3\2 a a 
‚4 b;, “ (A bh) A 


Coeffieienten in den drei ersten Gleichungen (3.) ihre Ausdrücke (5.) setzen. 
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Setzen wir für (4) nach einander: 

BAR) RAR )R-H), AA —)A—), 
so geht die identische Gleichung (6.) über in drei identische Gleichungen. die 
wir auch erhalten, wenn wir in den drei letzten Gleichungen (3.) die Aus- 
drücke (9.) der Coeflicienten setzen. 

Die Ausdrücke (5.) der neun Substitutionscoeffieienten sind in der That 
die Auflösungen der sechs Gleichungen (3.). Die sechs Variabeln A in ihnen 
können nur die Wirkung von drei Variabeln ausüben. weil die neun Functio- 
nen (5.) den sechs Gleichungen (3.) genügen. Wir werden dieses auch direct 


nachweisen können. 


Zu dem genannten Zwecke bemerken wir, dass die Ausdrücke (3. 
der neun Coeffieienten ungeändert bleiben, wenn man erstens für alle A, setz! 
),,, zweitens für alle 4, setzt 4,+,/ und drittens für alle A, setzt - Wenn 


d 
wir diese Substitulionen in eine vereinigen, so können wir kürzer sagen: die 
neun Functionen (5.) der sechs Variabeln 4, werden dieselben Functionen der 


sechs Variabeln «,, wenn man setzt: 





au, — Pf 
/ n r 
(7.) hr — a “ 
U TE 
also unabhängig von «, 9, 7, wovon man sich auch direct leicht überzeugen kann. 


Daraus ziehen wir den Schluss, dass, wenn man in den oben ange- 
sebenen Ausdrücken (5.) der neun Coeffieienten irgend welchen drei Variabeln 
, gegebene Werthe zuertheilt, die drei anderen aber beliebig variiren lässt. die 
neun Coeflicienten alle Werthe annehmen, welche sie durch Variation sämmt- 
licher Variabeln 4 erhalten würden. 

Denn es sei CE der Ausdruck irgend eines der neun Coeflieienten und 
C) der Ausdruck, in welchen € durch die Substitutionen (7.) übergeht. Es 
ist (C) also dieselbe Function der sechs Variabeln «, als € der Variabeln 4. 
welche Werihe auch «, %, 7 haben. Haben nun die sechs Variabeln 7, irgend 
welche Werthe, so kann man, da es freisteht über die Constanten @, 9, y 
beliebig zu verfügen, denselben solche Werthe zuertheilen, dass drei von den 
sechs Variabeln «, auf Grund der sechs Gleichungen (7.) gegebene Werthe 
erhalten. Da aber C=(C) ist, so haben wir auf der einen Seite irgend 
welche Werthe der Variabeln, auf der anderen Seite gegebene Werthe von 
drei Variabeln. 

Was die Vorzeichen der sechs Quadratwurzeln y,. yT. .. . 7, an- 
betrifft, welche in die gegebenen Ausdrücke der neun Coefficienten eingehen. 
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so können dieselben ganz willkührlich genommen werden. Bemerken wir aber, 
dass sämmtliche Variationen, die in den Substitutionen (1.) durch die Verän- 
deruneen der Vorzeichen der sechs Quadratwurzeigrössen hervorgehen. aucl 
dadurch zu Wege gebracht werden können. dass man einer oder mehreren 
der sechs Variablen die enigegengeselzten Vorzeichen zuerlheilt, so können 
wir von diesen Variationen absehen und annehmen. dass sämmtliche Quadral- 
wurzelgrössen das positive Vorzeichen haben. 

Eine eefällieere Form nehmen die Ausdrücke (9.) für die neun (o- 
effieienten der Substitution an. wenn man für die sechs Grössen 7 ihre \erthe 


i.‘ setzt. Man erhält dadurch: 




















Fr 


1) — %) 


vn 


v 


/ 
> -—- 
A-TNE- 





Hier ist es allerdings unerlässlich das Vorzeichen zu bestimmen. wel- 
ches jeder der neun Quadratwurzeln zukommt. Wir haben in dieser Absich! 
jeden unter dem Quadratwurzelzeichen stehenden Bruch als das Product zweier 
Brüche dargestellt. Der zweite Bruch ist der nämliche, welcher in (5.) das 
Vorzeichen der Substitutionscoeffieienten bestimmt. Wir haben deshalb jedem 
Quadratwurzelzeichen in \8.) das positive oder negative Zeichen vorzusetzen. 
je nach dem die Brüche unter demselben beide einen positiven oder beide einen 
negativen Werth haben. Hat der eine Bruch einen positiven. der andere 
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einen negativen Werth — solche Fälle giebt es so werden gewisse Sub- 
stitutionscoefficienten imaginär und es tritt eine gewisse Unsicherheit in den 
Formeln (8.) ein, die in den vorhergehenden Formeln (5. nicht aufkommt. 
Wir wollen nicht unterlassen darauf aufmerksam zu machen. dass unter 
den Quadratwurzelzeichen in (8.) Quotienten von solchen Produeten stehen. 
deren Differenzen nach den bei Gelegenheit der Involution aneestellien Be- 


trachtungen (S. p. 180 dieses Bandes) mannigfacher Umgestaltung fähie sind 


Heidelbere. im Januar 1864. 














Ueber ein bestimmtes Integral. 
(Von Herrn L. Oettinger zu Freiburg im Breisgau.) 


I: den folgenden Zeilen soll das bestimmte Integral 


fi sin 2” cosx" dx 


betrachtet werden, in welchem m und » positive ganze Zahlen (mit Einschluss 
der Null) bedeuten und dessen Grenzen positive oder negative Vielfache von 


TI * * .. * . . . [3 
5 seien. Dies Integral lässt sich immer unmittelbar hinschreiben. wenn man 
die beiden Integrale 
rn 
j () “ 1 m n ) . a m n 
a) 5 = sinz”cosz"de, J_,=/f sinz”cosx" dx 
0 “rn 


> 


für jeden Werth der ganzen Zahl r kennt, da unter allen Umständen durch 
Addition respective Subtraction von nur zweien solcher Integrale das Integral 


qrı 


* 2 
/ sin c” cos.c" dx 


pr 
Ey 


sefunden wird. mögen p und g positive oder negative ganze Zahlen sein. 
Von den beiden Integralen (1.) redueirt sich überdies das zweite auf das erste 
durch die Formel 


" > (4 wir 


u; 0 


welche sich durch Einführung einer neuen Variablen für —x ergiebt. Es 
. . . (r) . . . 
kommt also nur auf die Bestimmung von J, an und diese wird weiter aul 


a (1) 
die Kenntniss des Integrals J, =J, also des Integrals 


7I 
2 
2.) J = / sın 2” cosx" dr 
0) 


durch folgende Betrachtungen zurückgeführt. 
zı In 


. . . gt ” . d 
Bezeichnet man die von O bis 5, vn, bis z, von rn bis 5, von 
, 
5 bis 27 ete. genommenen Integrale mit J, Jı, J, J etc., so dass allgemein 


(+ > 
(3.) JS ii sinc”" cosz" dx 


pt 





> 


Eu 
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ist. so erhält man durch Einführung einer neuen Variablen für a—r, n-+. 
)7— x sowie für 2r+x die Formeln 


(4.) J, =” (—1 \"J, A = (—1)"” "Js, ei — (—1)"J, d, # ri dr. ele 


J 
Hieraus folgt 
DER . | | 
/ sine” cos" de = I+J+5+J = (14+(—1)")(1+(—1)") J 


0 
d.h. =4J, wenn m und » eerade. 
—=() in allen anderen Fällen. 
Ist nun o der Rest von r bei der Theilung durch 4. also 
r = 4k-+o, 
so ist demnach 
J = 4hJ--J®, wenn m und » gerade 
— Ji' in allen anderen Fällen. 
Demzufolge bedarf es nur der Werthe von JV für r=0, 1. 2. 3 um sie 
für jedes r zu kennen. Diese Werthe sind aber nach (4.) die folgenden: 





























m | n | re | J® J® 
serade gerade EI EI IN 
gerade unge ‚ade oo ı J u ( = R J 

angerede | gerade oo I J ı\ 2) J 
_ B EIER | IN PR 
ungerade | ungerade ze 0 | J 


woraus man für J’ vier den eben bezeichneten vier Fällen entsprechende 
und für jedes positive ganze r geltende Formeln erhält, nämlich: 








; wenn m gerade. » gerade, un, 
1 ( 1)r r—Lı 
wenn m gerade, » ungerade. JU” = 5 (—1) ° J, 
(9.) | ' 1 ( 1\r rar 
| r ee + — 
wenn m ungerade, » gerade, BI sang: Zange Man, \J, 
a_ 1-7 
' wenn m ungerade, » ungerade, J) — J. 


Durch diese Formeln ist also die Bestimmung von J"? auf J zurückgeführt. 
Journal für Mathematik Bd. LXIU. Heft. 3, 33 






















254 Vettinger, über ein bestimmtes Integral. 


d.h. auf / sine”cosc"dr. oder. wenn man für sinr’ eine neue Variable 


einführt. auf das zweite Ewlersche Integral 


it 


J = [vo 1—w) : dw. 


e ti 


dessen nicht bloss für ganze Werthe von m und » bekannten Werth 
u a l 


/ u Fe de. f er” dx 


Jacobi im 11" Bande dieses Journals auf einer (Quariseite so elegant herge- 
leitet hat. Demnach sind die folgenden Werthe 














Y 7T } >.5 ur | . i > > zZ | 
iür m gerade. » gerade, J=-—- 
2 2 ‚4.6 m —N 
” 1.3.3... 1.2.4.6 n—1 
für » zeerade. » ungerade. J= a —. 
1.3.2...(m—n 
' 2.2.6... 1.1.3.3... 1 
jür m ungerade. » zerade. R 5 pociche — —, 
j | “ 7 7 m—n 
2.4.6...m—1.2.14.6...n—1 


+ 
Der 
„ 
= 





ungerade, » ungerade, J= —— 


für 7 ın die Formeln 5.) einzusetzen 


Freiburg. 1563 











Verallgemeinerung einiger Theoreme des 
Herrn Weierstrass. 
‘Von Herrn E. B. Christoffel in Zürich.) 


Durch Untersuchungen über die kleinen Schwingungen eines zuerst 
von Cauchy behandelten Systems materieller Punkte bin ich zur Verallee- 
meinerung einiger wichtigen Theoreme des Herrn Weierstrass gelangt. welche 
ich jenen Untersuchungen voranschicke, da sie auch unabhängige von den- 
selben von algebraischem Interesse zu sein scheint. 

Ich bezeichne durch 

g= Zl|ghlu,e,, y=Z(gh)u,r,. 


“Em 


1“ u N 
„ und durch 2? und % 


zwei bilineare Functionen der Variabeln 
CE Fee? 
die Werthe, welche sie annehmen, wenn jedem Paare von Variabeln conju- 
sirte Werthe 
u. = LT, +iY,; D. — I, — iY. 
ertheilt werden. 
Sind alsdann folgende Voraussetzungen erfüllt. 
1) dass die Coefficienten [gk] und [hg]. sowie (gh) und (hg) für 
alle Werthe von yg und h zu einander conjugirt sind, und 
2) dass & nur dann verschwinden kann. wenn die reellen Varia- 
beln x und y sich alle zugleich auf Null redueiren. 


so finden folgende Lehrsätze statt: 


I. & ist reell und von unveränderlichem Zeichen. 
II. Die Determinante der bilinearen Funktion g ist von Null ver- 
schieden. 


Il. Die Determinante .4(s) der bilinearen Function w—sy ver- 


schwindet nur für reelle Werthe von s. 
IV. Ist 4,(f) irgend eine erste Unterdeterminante von Ft), so ist 


die Zerfällung von 


33 * 
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in Partialbrüche stets frei von allen Gliedern. deren Nenner in Bezue 

auf # den ersten Grad übersteigt. 

Die beiden letzten Theoreme gehen in die von Herrn Weierstrass 
(Monatsberichte der Berliner Akademie vom 4. März 1858, pag. 213 u. f.) 
aufgestellten über, wenn man voraussetzt, dass in den Coefficienten |gh] und 
gh) die imaginären Theile fehlen, ohne an den übrigen Bedingungen etwas 
zu ändern. Sie lassen sich umgekehrt aus diesen herleiten, indem man die- 
selben auf die Determinante E(s) der homogenen Function zweiten Grades 
P— sc anwendet, und dann die, von jeder Voraussetzung über die Coeflicien- 


ten [gh] und (gh) unabhängige Identität E(s) = [2""".4(s)] benutzt *). 
Im Folgenden ist ein anderer Weg eingeschlagen worden. 
2. 
Zunächst bemerkt man, dass wegen ]) 
pP = Z[gh](@,4+iy,) (en —iyn) 
zu 


= hg), —y,) anti) = P 
conjugirt, also reell ist. Dasselbe A von #. 

Nun würde & als stetige Function wegen der zweiten Bedingung sein 
Zeichen nur in dem Augenblicke wechseln können, wo es selbst mit allen 
reellen Variablen x und y zugleich durch Null geht. Dass jedoch auch hier- 
bei kein Zeichenwechsel von & eintreten kann, erhellt sofort, wenn man alle 
Variablen. einmal zugleich, dann auch eine nach der anderen bis Null ab- 
nehmen, und von dort zu bestimmten Werthen übergehen lässt. In beiden 
Fällen gelangt & als einwerthige Function zum nämlichen Endwerthe,. wäh- 
rend im zweiten Falle der Werth 2=0,. also auch jeder Zeichenwechsel 
von $ umgangen worden ist. 


*) Für den Fall, wog =wuo--uw®, ... gesetzt wird, ist das Theorem III. bereits 
von Ilerrn Hermite aufgestellt worden (Comptes R. tom. 41, pag. 181—183). Herr 
Hermite stützt seinen Beweis auf eine Transformation von J(s) und das von Herrn 
Borchardt für den Fall reeller Elemente (ik) allgemein nachgewiesene Theorem (dieses 
Journal Band 30 und Liouville's Journal 12). Ü nter den nämlichen Voraussetzungen 
ist der Satz von Herrn Clebsch (dieses Journal Band 57, pag. 327) bewiesen worden; 
in einer spätern Abhandlung hat Herr Clebsch den Satz für den allgemeinern Fall 
ausgesprochen, wo bei den oben gestellten Bedingungen die Coefficienten von @ be- 
liebige reelle Wertlie haben (dieses Journal Band 62, pag. 235.) 
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Dies festgestellt. bezeichnen wir durch s und x, #,. ... #, Grössen. 
welche den von sämmtlichen © freien Gleichungen 
1 0 O6 
d) = 2- 20 1=0t....n 
Ss od oo 
h fh 
genügen. 
Dann ist 
u | 
(?.) sr I (8) = 


die nothwendige und ausreichende Bedingung dafür „ dass man, bei von Null 


verschiedenem s, den Gleichungen (1.) genügen kann, ohne alle unbekannten 
Grössen u, 4, , a, gleich Null zu setzen. 
Sei also s irgend eine Grösse. welche der Gleichung (2.) genügt. und 
von den Grössen a, @,. ... «a, mindestens eine von Null verschieden. 
Zerlegt man alsdann jedes « in seinen reellen und imaginären Be- 
standtheil. so dass «, = x,-+y, wird, und bestimmt hieraus die conjugirten 


Werthe @,—iy, = v,, so ergiebt sich aus (1.) 


> 


7 SE, 2 , In. A 
ov, ev, 
d. ı 
1 
#0 
s 


Da aber 7 und & beide reell sind. und letzteres. was auch s sein 
mag, von Null verschieden ist, so kann 1) s nicht imaginär sein, d. h. alle 
Wurzeln der Gleichung /(s)=0 sind reell, und 2) kann s nicht unendlich 
eross sein. d. h. die Determinante von g ist von Null verschieden. 

Zum Beweise des vierten Salzes genügt es, zu zeigen, dass jede 
m-fache Wurzel der Gleichung 4(s) =0 zum Mindesten (m—1)-fache Wurzel 
sämmtlicher Gleichungen 4,,(s) = O ist. 

Zu diesem Zwecke bemerke man zunächst, dass die in 1) und 2) ve- 
stellten Bedingungen nicht aufhören erfüllt zu sein, wenn man in der Function 
vo den Coelffiecienten (kk) um eine reelle Grösse o, oder die beiden conjugir- 
ten Coefliecienten (gh) und (hg) um die conjugirten Grössen oe” und ve 
vermehrt. 

Bezeichnet man durch 4,,(t) die aus einer Aenderung des Elementes 
(gk)—t[gh] entspringende Unterdeterminante von ./(t), so erhält man an Stelle 
der Gleichung /(t)=0 im ersten Falle 


3.) IJd+oI,) = 0, 
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im zweiten dagegen 


(4.) A (f) +0ed,; (f) .- ve d,, (f) + 0° o’A(t) 


Ölgh)Elhg) 
Folglich sind alle Wurzeln dieser beiden Gleichungen reell. Wenn 





s eine m-fache Wurzel der Gleichung 4/(t)=0 ist, so muss demnach jede 
der beiden vorstehenden Gleichungen (3.) und (4.) m reelle Wurzeln besitzen. 
die sämmtlich für o=0 in s übergehen. Wenn diese m Wurzeln nicht alle 
für jedes o gleich s sind. woraus offenbar der zu beweisende Satz schon folgen 
würde, so muss wenigstens eine von ihnen sich mit go ändern. 

Sei # eine solche Wurzel. Unter der Voraussetzung, dass der absolute 
Werth von o hinlänglich klein ist, kann man # durch einen nach steigenden 
Potenzen von go geordneten Ausdruck darstellen, und erhält, wenn man sich 
auf die beiden ersten Glieder dieser Entwicklung beschränkt. 

= srao.... 

In dieser Gleichung ist a reell und von o unabhängig, u ist eine von 
Null verschiedene positive ganze Zahl. 

Wäre « negativ oder Null, so würde £ bei abnehmendem o nicht gegen 
die Grenze s convergiren; wäre u eine positive, aber keine ganze Zahl, so 
würde man für # eine Reihe imaginärer Werthe erhalten können, indem man. 
was auf den Werth von a keinen Einfluss hat, o negativ. und für o“ einen 
der complexen Werthe wählt, deren diese Potenz unter den angegebenen 
Voraussetzungen fähig ist. 

Um hieraus den Beweis des vierten Satzes abzuleiten, wie zu jedem 
anderen Beweise des nämlichen Satzes, ist es nothwendig, zu bemerken, dass 
bei reellem # die Determinante 
(00)—[00] (10)—-t[10]) . . .| 


(01) 1[{01] (11)—e{11] 





AU = 


\ 


| 
ebenfalls reell ist. Man erkennt dies sofort. wenn man das Zeichen der Y—1I 
ändert, wodurch jede m'“ Horizontalreihe in die m' Verticalreihe verwandelt 
wird. Da dies gilt, so lange die in art. 1 für die Coefficienten der Functionen 
vw und g gestellten Bedingungen erfüllt sind, so ergiebt sich gleichzeitig die 
Realität des Ausdrucks, um den 4(t) in der Gleichung (4.) vermehrt worden 
ıst. Dividirt man denselben durch e, und lässt hierauf o verschwinden. so 
folgt, dass eI,,()+e”“"4,,(t) für jedes reelle « und t reell. also 4,,(f) 


zu 4,.(t) conjugirt ist. 
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Multiplieirt man endlich die Gleichung (4.) mit 4(t). so kann man sie 
mittelst der bekannten Identität 


oA 
Sao — Terre Age Ann 
in folgende Form bringen 
(9.) [It +oe" 4, dd +EEe“"A,,(l)] = EA, An(O. 
wo die beiden Factoren der linken Seite zu einander conjugirt sind. 
Dies festgestellt, sei 


Id pr 
\ 2 —e für t=s. 
(dt - up 


Dividirt man die Gleichung (3.) in der Voraussetzung eines verschwindenden 
1 l 


— m- 


o durch «a *(t—s)"=o(t—s) “,. so folgt für o0=0 oder 1=s 





‚_ ı% Ay \ 
ca" + lim. —— -— —=(. 
t—s) 4 
l 
Da ca“ weder Null noch unendlich gross ist, so muss , eine ganze Zahl. 


also u selbst als positive ganze Zahl gleich 1 sein. 

Daraus schliesst man, dass 7,,(t) mindestens (m—1) mal durch t—s 
theilbar ist. 

Dividirt man die Gleichung (5.) bei verschwindendem o zweimal dureh 


(t-5)" : ao ""= o(t—s)"", so folgt für e=0 oder t=s 


; [ Pr I, II a I, | . A,Ö d,,( 
im. | cao"”+ e" ——— || ca0"T” + e”" ———— im. —& h | 
u ze : | (a Gd— sy" (— sei 


Da die rechte Seite nicht unendlich gross ist, so gilt dasselbe von den beiden 
conjugirten Factoren zur Linken. Beachtet man noch, dass «—1 nicht nepalin 
sein kann, so folgt, dass 4,,(t) und 4,,(t) in jedem Falle durch (1— s)"-' 
theilbar sind, w. z. b. w. 

Bezeichnet man daher die Wurzeln der Gleichung 4(t) = 0. so weil 


sie von einander verschieden sind, durch 


5, $ı» 60 $53 
so folgt aus dem vierten Satze, dass man durch Zerfällung in Partialbrüche erhält 
h) 
AU A, 
| A(t) Ivy —t 


wo die Summation sich über die verschiedenen Wurzeln ss erstreckt. und 


sämmtliche A von f unabhängig sind. 
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3. 

Die in der Gleichung (6.) eingeführten Grössen A treten bei ver- 
schiedenen Untersuchungen auf, weshalb es gestattet sein mag, im Folgenden 
den Ursprung ihrer wesentlichsten Eigenschaften nachzuweisen. 

Man bemerkt zunächst die identische Gleichung 


y- Id) A,y)+ß-)AYN)A,e 
7 er u 7, . . ih I / ı) 
ne j (gh) fi [gh] ] I, (#) I(Y) ui Y— x z 


> 





a | 


deren Richtiekeit aus dem Umstande folgt. dass ihre beiden Seiten in Bezug 
auf z vom ersten Grade sind, und überdies für zwei Werthe von z, nämlich 
3 ;r und z2= y übereinstimmen. 

Dieselbe enthält in symbolischer Vereinigung alle Relationen zwischen 
den Coeffieienten der Funetionen und w und den Grössen A, welche in 
Bezue auf die leiztern vom zweiten Grade sind. Um diese Relationen zu 
erhalten. darf man die Gleichung (7.) nur durch (x) I(y) dividiren, und auf 
beiden Seiten die Formel (6.) anwenden. 

Zwischen den nämlichen Grössen bestehen ferner zwei Systeme von 
Gleichungen, welche nach den Grössen A linear sind. Diese Formelnsysteme 
sind in den folgenden Gleichungen enthalten, welche den Ausgangspunkt der 
Untersuchungen des Herrn Weierstrass bilden. Aus der Definition der De- 
ierminanten S(x) und I,(x) ergiebt sich 


f 


Int) Ooly— xy) 





ü» = 2 —— , 
| \ > ; Je) ov, 
8.) | | 
\ 7 , r) 2 ( 7 B re \ 
„ b of N „» ” ) 
©) — y' ha) t m 2 . 
7 4) ou 


« [4 
> - 


Wendet man hier die Formel (6.) an, so folgt 


1 x j) o(wp- -Cp) s 














U. 2 P “ u h u 
5 so hs 5 OD, 
1 o(w— 
” u m u . h) ‚8 p CO) 
© er P> 5 ® PB; Az en b) 
A) Ss = A g a OU, 


Fe) 


und zwar gilt dies für jedes beliebige x. Lässt man daher x über alle Grenzen 
wachsen. oder mit einer bestimmten Wurzel, etwa mit s; zusammenfallen. so 


erhält man aus der ersten Gleichung 





u 99 
u r “= Pr: P: AS, an 
. OÖ ah . ( Ü, 
9.) 
4 0Y 5 6) 
Ss Au = 3 Au no, 
A ” ol h h 5 av, 
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und aus der anderen 


| N CO 
| m = 38A,. 
ö .» 5° Ol 
(10. | | 2 
N co \ Oft 
za, 2 = 124,88 
fl OH ‘ 7 Ob 


Vereleieht man in diesen Formeln die Coefhieienten der willkürlichen 
(irössen x und ®. so erhält man die vorhin erwähnten linearen Formeln- 
systeme. 

Endlich kann man die bekannten Ausdrücke für die aus den Grössen 
J,(x) eebildeten Determinanten zur Darstellune von Relationen zwischen den 
(Grössen A allein benutzen. was indessen der Kürze weeen übereaneen wer- 
den kann. 

Die vorstehenden Resultale finden ihre Anwendung in der Theorie der 
bilinearen Funetionen und bei der Integration linearer Differentialeleichungen. 
Ich erlaube mir. in dieser Beziehung einstweilen auf die zu Eineanee er- 
wähnte Abhandlung des Herrn Weierstrass sowie auf meine foleende Arbeil 


über kleine Schwingungen zu verweisen. 


4. 

Durch das Vorangehende ist eine grosse Reihe von Fragen auf die 
Ermittlung der Bedingungen zurückgeführt, welche erfüllt sein müssen. damit 
eine bilineare Function 

Y S|ghlu,e,., 
deren zusammengehörige Coelfflieienten [gh]. |hg! eonjugirt sind. und in wel- 
cher jedes Paar ,, e, von Variabeln durch ein Paar conjugirter Werthe er- 
selzt ist. nur dann verschwinden könne, wenn diese Variabeln alle zugleich 
verschwinden. 

Setzt man den Coefliecienten [00] gleich Null voraus. so kann man y 
[für jeden Werth von # zum Verschwinden bringen, indem man alle übrigen 
Variabeln nebst ihren Conjugirten gleich Null setzt. Es ist also sicher. dass 
eine der gesuchten Bedingungen darin besteht, dass [00] von Null verschieden 
sein muss. Ich füge hinzu, dass die übrigen sich aus dieser durch Wieder- 
holung ergeben. 

Setzt man 


[00] f Be op —- Y I» 


ou oU 


Journal für Mathematik Bd. LXIll. Heft 3. 34 
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wi 


' O( CH . . .1. n . ö 

so folgt 0, nn — (0; also ist g, eine bilineare Function der Variabeln 
ou od 

ne 


- 


"', welche das Paar x, ve nicht mehr enthält. Setzt man ferner 
Ta 5 


pı = Zighlıu.d,;, 


so folge! 


‘ > 


'gh)ı _- Ban == 100 [gh i ums 0A] go) j 


Oo 
h 


( 
> 


hg] = 5 — = [00] [hg] — [RO] [0g]; 


ou, = 


'olelich sind die zusammengehörigen Coellicienten dieser neuen Function wieder 
eonjugirt. 
Da man endlich 


1 op og | 
7 = 700] u 5 [oo] 


hal. so erkennt man leicht. dass die Constante [11], von Null verschieden sein 


muss. Denn wäre sie gleich Null, so würde man g für jeden Werth von w, 


zum Verschwinden bringen können, indem man u. %. ... ”#, gleich Null 
| a OF ’ 
seizt. und ”# durch die Gleichung - e 0 bestimmt. 


Dies lestoestellt. sei 


\ og op Oo f 
0019 - —— —=gp. —— = ig 
L ıF OU op» fi OU od, igh)ı» 
d3 1 
7 ot OY Of, 
| | | | Y 1 u / a , — f 2 a ‘ e ‚ — Sr I gh » 
L_ on, cv, Ou „od, un - 
. ( Pn- 1 ( En l ( f n . 
»—1,2—1],_ 9,1 — -—= fs ——— = |nn],- 
In—l Pn l A OU, n, L ln 


Da von den Funelionen 9, jede aus der vorangehenden auf dieselbe 


Weise, wie y, aus g entspringt, so folgt, dass op, in Bezug auf die Variabeln 


| 


Be. tn I 2 Ba ai 

’ ' bilinear. und von den Variabeln ° ' unabhäneie ist: also 
FE _ Dr: u | 
ist g,.,°°0. Ferner folet, dass in diesen Funclionen die zusammengehörigen 


Coeftieienten conjugirt, und schliesslich, dass alle Constanten [gg|, von Null 


verschieden sein müssen. 
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Folelich hat man die bereits von Jacobi (Bd. 53. p. 269 dieses Journals) 
oeoebene Transformation: 


-_ 


e 1 op op, 1 op, op, , 1 Op Op, 
‚ ne [00] ou oo" [oo [11], on, ov, En [0O|[ 11], ..|nn |, ou, 00, 


Ersetzt man aber in den linearen Funetionen 


Odo 


Of. . Or "Thal 
un. A - [gh].v,. . - (hg). a 


die Paare a,, ©, durch die conjugirten Werthe @,+?y,, 2, —ty,., so erlangen 
sie conjugirte Werthe f,+if,, f.—if,, wo f,, f. lineare Functionen von 
Yos Lore. 9, mit reellen Coefficienten bedeuten. NMittelst der im art. I 
eingeführten Bezeichnung erhält man also aus der vorigen Gleichung 

! 2 | pr a l I | 
1007 Fon, I Toon]. el 

Durch diese Zerfällung der Function <> ist bewiesen. dass die zweite 

Bedingung des art. 1. auch durch die folgende ersetzt werden kann. 

dass die Grössen 

091, 1311, -.. Imel, 
von Null verschieden und positiv sein müssen. mit Ausnahme der 


ersten. die ein beliebives Zeiehen haben kann. 





Es ist zu bemerken, dass die Anzahl dieser Bedingungen genau die 
nämliche ist. wie in dem einfacheren Falle. wo die Function g weder in ihren 


Coefficienten. noch in den conjugirten Variabeln imaginäre Theile enthält, 


5. 

An die vorangehenden Untersuchungen anknüpfend. werde ich zunächst 

die dort gestellten Bedingungen von einer wesentlichen Einschränkung be- 

[reien. welche ohne Nachtheil für die Einfachheit der Beweise und die be- 

queme Einsicht in sämmtliche Beweisgründe nicht hätte unterdrückt werden 
können. 

Die erwähnten Bedingungen bestanden darin. I) dass in jeder der bei- 

den bilinearen Funclionen g, w die Coeflicienten von w,ve,, we, stels zu 


einander conjugirt sind, und 2) dass y bei conjugirten Werthen der Paare x,. 


v, nur mit diesen zugleich verschwinden kann. Daraus folgten, ausser zwei 


34 * 
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Sätzen. die hier nicht mehr in Betracht kommen, die beiden anderen. dass 
die Wurzeln der Gleichung ./(t) =0O reell sind. und dass die ersten Unter- 
determinanten von F{t) jeden Linearlactor dieser Function höchstens einmal 
weniger enthalten, als diese selbst ihn besitzt. 

Die zweite von diesen Bedingungen lässt sich. ohne dass eines der 
vorstehenden Theoreme seine Gültigkeit verliert, dahin abändern. dass g bei 
eonjugirten Werthen der Paare u,. ve, unveränderliches Zeichen besitzen muss. 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, bedarf es nur des 
Nachweises. dass bei diesen geänderten Bedingungen die Wurzeln der Glei- 
chung ./(f) = 0 reell bleiben, indem hieraus der andere Satz folgt (pag. 237 — 259). 

Um diesen Nachweis zu führen. denke man sich  mittelst des zu 
Ende des vorigen art. angeführten Verfahrens in eine Summe von gleich- 
bezeichneten Gliedern zerfällt. Wenn dann % der oben erweiterten, aber 
nicht der ursprünglichen zweiten Bedingung genügt, so muss in jener Zer- 
'ällune eine Anzahl von Gliedern. vom lelzten an eerechnet. fehlen. Dies 
festeestellt. kann man offenbar die beiden ursprünglichen Bedingungen befrie- 
dieen. indem man für jedes in g fehlende Glied ein anderes von der durch 
die Zerfällung verlangten Form einsetzt. welches mit einem stetige abnehmen- 
den Coeflieienlen versehen ist. Dann werden alle Wurzeln der Gleichung 
/N=0 reell. und dies bleibt bis zur Grenze bestehen. wo die neu einge- 
führten Glieder wieder verschwinden. 

ilieran schliessen sich nun einige weitere Untersuchungen, welche die 
ausserordenlliche Tragweite der vorstehenden Bedingungen in einer höchst 
bemerkenswerthen Weise hervorlreten lassen. 

\Was diese Bedingungen für den gegenwärtigen Zweck vorzugsweise 
charakterisirt,. besteht darin, dass durch sie zwei Sätze mit einander verknüpfi 
sind. von denen olfenbar unter geänderten Bedingungen jeder ohne den an- 
dern bestehen kann. Am meisten Interesse bietet in dieser Beziehung der 
zweite von obigen Sälzen dar, indem derselbe durch einfache Modificationen 
in den bilinearen Funetionen g, % auf unzählige viele Fälle ausgedehnt werden 


kann. in denen von den obigen Bedingungen keine mehr erfüllt ist 


6. 
Ich bezeichne durch 3= x -+iy eine complexe veränderliche Grösse 


und, indem .w und y in der üblichen Weise als rechtwinklige Coordinaten in 
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einer Ebene E dargestellt werden. jeden Punkt dieser Ebene durch den ihm 
entsprechenden Werth von z. 


In dieser Ebene sei eine Anzahl von Punkten P gegeben. die keine 


Linie stetie erfüllen, und eine Linie Z von messbarer Länge, die keinen dieser 
Punkte P enthält. 

In den bilinearen Functionen g und ı erseize ich sämmtliche Coel- 
fiecienten durch complexe Funetionen von z, die ausserhalb der Punkte P 
in der eanzen Ebene E einwerthie, endlich und stetie sind. und an der 
voanzen Linie ZL entlang den folgenden Bedingungen genügen: 

I) dass [gh} und [hg], sowie (gh) und (hg) an L entlang conjugirt sind: 

2) dass y, wenn jedes Paar «,, e, durch ein Paar von stels zu ein- 
ander conjugirten Variabeln ersetzt wird. an L entlang keines Zei- 
chenwechsels fähig ist: 

3) dass man an Z entlang auf keinen Punkt trifft, in dem zwei, vorher 
von einander verschiedene Wurzeln der Gleichung ./(t) =0 einander 
sleich werden. 

Bezeichnet man nun durch Q diejenigen Punkte der Ebene E, in denen 
eine dieser Wurzeln unendlich gross oder einer sonst von ihr verschiedenen 
eleich wird. so folgt aus den vorstehenden Bedingungen der Salz. 

dass in der ganzen Ebene E mit Ausnahme der Punkte O die Unter- 

determinanten .7,,{f) jeden Linearfactor von 4 (f) höchstens einmal weniger 

enthalten. als diese Funeclion selbst ihn besitzt. 

Beim Beweise dieses Satzes habe ich die genauere Erörterung meh- 
rerer Punkte nicht umgehen zu dürfen geglaubt. Zunächst schieke ich fol- 
sende Bemerkung über die Vertheilung der Punkte O in der Ebene E voraus. 

Setzt man S(f) seiner Zerfällung in Linearfactoren gleich. und be- 
zeichnet durch X den Factor der höchsten Potenz von —f im Ausdrucke von 
AI(t), so folgt, dass einer dieser Linearfacloren. also eine Wurzel der Glei- 
chung /(t)=0, nur dann unendlich werden kann. wenn entweder /E für 
jedes endliche £ unendlich wird, oder, falls dies endlich bleibt. wenn A ver- 
schwindet. Das erstere findet nur in Punkten P statt: die Punkte P’, in denen 
die ausserhalb der Punkte P einwerthige. endliche und stetige Function K 
verschwindet. können keine messbare Linie stetig erfüllen. weil A nicht in 
der ganzen Ebene gleich Null ist. 

Dasselbe gilt aus gleichen Gründen von den Punkten P’, in denen 


zwei, sonst von einander verschiedene Wurzeln der Gleichung Sf) = 0 ein- 
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ander gleich werden. In der That ist das aus sämmtlichen Differenzen dieser 
Wurzeln gebildete Produet in Bezug auf dieselben symmetrisch. also ein- 
werthig. und da es nur mit einer dieser Wurzeln zugleich unendlich oder 
unsietig werden kann. ausserhalb der Punkte P, P’ endlich und stetig. Da es 
wegen 3) an Z entlang von Null verschieden ist, so können die Punkte P”, 
in denen es verschwindet. keine Linie von messbarer Länge stetlie erfüllen. 

Daraus folgt. dass die Punkte O in der Ebene E so vertheilt sind. 
dass sie für sich allein keinen Theil derselben völlige beerenzen. 


Dies festgestellt. sei in irgend einem Punkte der Linie Z/ 


m m 

A ! _— K ($ WS a ($ ai E) n .. (9,7 f ”> 
und jede der Grössen s, $j, - . . s, von jeder andern verschieden. Dann sind 
wegen 3) die Exponenten m, m,. ... m, der verschiedenen Linearfaetoren 


an L entlang unveränderlich. und die Grössen s auf derselben Strecke reell. 
Ausserdem liefert das Weierstrasssche Theorem auf dieser Linie für 4,1 
einen Ausdruck 


m— |] m, — |] ‚ IM. - 


It En (s—E, | Et u ; P 8, G R 
wo d,.|t) eine ralionale ganze Function von # ist. 

Es handelt sich nun darum, zu beweisen, dass bei gehörigen Beslim- 
mungen über die den Grössen s ausserhalb 7 beizulegende Bedeutung diese beiden 
Zerfällungen ausserhalb der Punkte Q in der ganzen Ebene E gültig sind. 

Die Grössen s, $j, - . . s, sind vorläufig nur durch die Factorenzer- 
fällune von 4(t). also an ZL entlang definirt. Man kann sich dieselben aber 
auch noch auf eine zweite Art, nämlich dadurch entstanden denken. dass der 
vorher ausserhalb Z befindliche Punkt = durch stelige Ortsänderung in diese 
Linie eintritt, wobei dann die Wurzeln der Gleichung AH =0O stetig in die 
Grössen Ss, Ss ... Ss, übergehen. 

Aus diesem Grunde kann man daher auch rückwärts die an /, entlang 
durch die obige Factorenzerfällung definirten Funetionen s ‚mittelst der Dif- 


2: 


lerentialgleichung I von dieser Linie aus zu benachbarten Flächen- 


oy "21" | 
heilen stetig fortsetzen. Fügt man, um hierbei jede Unbestimmtheit auszu- 
schliessen. die Bedingung hinzu. dass die Fortsetzung dieser Funetionen von 
I, aus nach gegebenen Theilen von E stets gleichzeitig an denselben Flächen- 
(heilen entlang erfolgen soll, so fällt jede von ihnen an jeder Stelle mit einer 


dort vorhandenen Wurzel der Gleichung 4(t)=0 zusammen, da diese Fort- 


seizung nach einem bekannten Satze nur auf eine Weise möglich ist, also zu 








Christoffel, Verallgemeinerung einiger Weierstrassschen Theoreme. 267 


denselben Functionen zurückführen muss. aus denen man sich. auf dem vorhin 
beschriebenen Wege nach / zurückkehrend. die dort gegebenen Funelionen s 


entstanden denken kann. Bei dieser stetigen Fortsetzung der Functionen s is! 


kein Theil der Ebene E unerreichbar, da die Punkte O0, welche allein bei 


derselben umgangen werden müssen, keinen Theil dieser Ebene von den 


übrigen trennen. 

Bei der gleichzeitigen Fortsetzung aller s verwandeln sich die rechten 
Seiten obiger Gleichungen, die ich durch Dit. D,'!) bezeichnen will. in 
die in jedem Augenblicke ausserhalb der Punkte 


complexe Funclionen von 3, 
die Differenzen St —- Di 


0 einwerthig, endlich und stetig sind. Da 
I,(t)—D,(t) an der Linie Z entlang verschwinden, so können sie demnach 
ausserhalb der Punkte Q auch in keinem anderen Theile der Ebene von Null 
verschieden sein. Damit ist der obige Satz bewiesen. 

Wenn in einem Punkte O0 zwei vorher verschiedene Wurzeln s und s, 
einander gleich werden. so wird dort S(f) den Factor s—f im Alleemeinen 
zweimal öfter enthalten als 4,(f). nämlich stets und auch nur dann. wenn 
dort d,,.(t) nicht ohne Rest durch s—t theilbar wird. 

Der obive Salz beschränkt sich offenbar nicht auf den Fall. wo die 
Funelionen |gk|. \gh) bloss von einer einzigen Variablen z abhängen. 

Es seien 3, 3, &, ... complexe Variable, und ihnen entsprechend 
L. L,. 1». ... ununterbrochen zusammenhängende Werthenreihen. von denen 
jede bei der geometrischen Darstellung der zugehörigen Variablen durch eine 
Linie von messbarer Länge repräsentirt wird. 

Sind alsdann alle [gh]. (gh) einwerthige Funclionen von 3, 3,. 2). 
welche den oben gestellten Bedingungen genügen. solange jede Variable 3 
der entsprechenden Werthenreihe Z, angehört, und deren Unsteligkeitsstellen 
P durch keine dieser Werthenreihen gehen und auch keinen Theil des Grössen- 
vebietes vollständig begrenzen, aus welchem die Variablen 3, z,. &.... ihre 
Werthe entnehmen; dann gilt der obige Satz im ganzen Umfange dieses 
(Gebietes. mit Ausnahme derjenigen Stellen O, an denen entlang eine der 


Funelionen s, $ı, - .. s, aulhört, endlich oder von jeder anderen verschieden 


zu sein. 
Der Beweis dieses Satzes, in welchem die Einwerthigkeit der Func- 


tionen |gh). (gh) auch durch Bedingungen erzwungen sein kann. ergiebt sich 
durch wiederholte Anwendung des vorigen; man lässt nämlich in der Vor- 


ausselzung, dass jede Variable 3, in der entsprechenden Werthenreihe /, ent- 
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halten ist. zunächst nur z aus /, heraustreten: dann weist man z ausserhall) 


J, einen festen Werth an, und lässt nun auch z, aus /, herausrücken. u. s. w. 
Dann hört der Satz nach der oben angewandten Schlussweise in keinem 
Augenblicke auf, gültig zu sein. so lange man in keine der durch Q bezeich- 


nelen Stellen eintritt. 


T. 

Der hiermit begründete Salz lässt sich nun ohne Weiteres auf solche 
Fälle ausdehnen. wo die erste von den oben gestellten Bedingungen in ge- 
oebener Weise verletzt ist. 

Wenn nämlich die Coeffieienten der bilinearen Funelionen y', v" dieser 
ersten Bedingung nirgendwo oder an keiner nachweisbaren Strecke entlang 
Genüge leisten. so führe man statt g', w zwei neue bilineare Funelionen g, 
v ein. deren Coellicienten man als einwerthige Functionen von z so wählt. 
dass sie für 2= 0 mit den Coeffieienten jener zusammenfallen, und an einer 
Linie Z entlang die verlangte Eigenschaft annehmen. Wenn alsdann g und 
It) auf einem messbaren Stücke dieser Linie auch den übrigen Bedingungen 
oenüren. und im Punkte s= 0 keine ausserhalb desselben von einander ver- 
schiedenen Wurzeln der Gleichung #/t) =0 zusammenfallen. auch keine der- 
selben dort unendlich wird, so ist die Gültigkeit des Satzes auch für diesen 
Punkt. d. h. für die Determinante von W— tg’ und ihre Unterdeterminanten 
bewiesen. 

Am Einfachsten erzwingt man die erste Bedingung durch Einführung 
linearer Functionen von z. Haben in den Functionen 


y=Zighlu,v,, w = Z(gh)u,o, 
die Coeffieienten [gh}. (gh)' beliebige Werthe, und bezeichnet man durch 
Igh‘'. (gh)” ihre Conjugirten, so ertheile man in den statt jener zu betrach- 


tenden Funetionen , y den Coefficienten die Werthe 


'gh‘ u | ok l + [hg ]" a Lok’ —[hg]" 4 2). (gh) ee rt (hg)" (ar) — hg)" A as: 


2 | 2 ‘ 


dann wird offenbar für z= 0 [gh] = [gh\., (gh) = (gh)',. dagegen an der ganzen 
Geraden r= 1 entlang |gh] zu [Ag]. (gh) zu (hg) conjugirt. 

Im gegenwärtigen Falle liegen die durch P bezeichneten Punkte im 
Unendlichen, die Punkte P’, in denen K verschwindet, so wie die Punkte 
P’, in denen sonst verschiedene Wurzeln der Gleichung Zt) =0 zusammen- 
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fallen. sind nur in endlicher Zahl vorhanden. da K und 4(t) in Bezug auf 
z algebraisch sind. 

Wenn daher die zweile Bedingung auf irgend einer messbaren Strecke 
der Geraden z=1 erfüllt ist. und der Werth z=0 keinen Punkt P’ oder. 


P’ bestimmt, so muss jeder Linearfactor der Determinante von w'—ty' in 





ihren ersten Unterdeterminanten höchstens einmal wenieer vorkommen. als 


in ihr selbst. 


9. 





Im Vorangehenden ist gezeiot. wie man der ersten von den obigen 
Bedingungen genügen kann. wenn sie nicht bereits erfüllt ist. 

Die sich hieran schliessende Untersuchung. ob auch die zweite Bedin- 
sung erfüllt ist, erledigt sich durch das am Schlusse des ersten Theiles dieser 
Arbeit angeführte Verfahren. 

Es bleibt nur noch übrig. ein brauchbares Hülfsmittel anzugeben. 
welches unter Voraussetzung der beiden ersten Bedingungen diejenigen für 
die Existenz und die Anzahl vielfacher Wurzeln der Gleichung (1 O liefert. 
Dasselbe ist in der folgenden Umkehrung des zweiten Weierstrassschen Theo- 
rems enthalten. 

Wenn unter Voraussetzung der beiden ersten Bedingungen s eine Wurzel 
der Gleichung 4(t) = 0. und (t—s)”""' die höchste Potenz von t—s ist. 
durch welche die Unterdeterminanten 


I As, ..: Al 


alle theilbar sind. so ist (ft) durch (t—s)”, aber durch keine höhere 
Potenz von t—s theilbar. 

Ist » der Exponent der höchsten Potenz von t—s, durch welche I 
ohne Rest theilbar ist. so ist jede Unterdeterminante 4,,(f) (p—1)-mal durch 
{—s theilbar; also kann p nicht grösser als m sein. Dass es auch nich! 
kleiner als m sein kann, ergiebt sich durch folgende Betrachtung. 

Sind o und « beliebige reelle Zahlen, so hat jede Gleichung (pag. 258 

BIO 


AU-+0e" 41, -+0e "A. +e-—  ——— = 0 
\ / = eh\ J : he\ j ® oO (gh ‚ (hg) 


p reelle Wurzeln, die mit abnehmendem e stetig in s übergehen, wenn sie 
nicht schon unabhängig von o gleich s sind. Im letzteren Falle würde 4,,(t) 


durch (£—s)’ theilbar sein. 
Journal für Mathematik Ba. LAIII. Heft 3. 35 
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Ist dagegen eine jener p Wurzeln von 9 abhängig, und für ein ver- 
schwindendes o bis auf Grössen höherer Ordnung gleich stage" ++ =t, so 


\ 


erhält man die Gleichung (pag. 259, wo m durch p zu erselzen ist) 





i ( 4 d. (f\ A (ft) A (f\ 
un u—I ur In ) . ul „ai I. \ ) u li SL Abeihe . hh 6 J 
a u A a 
ee ER ({—s) (t—s) (E—s) 


’ IE ü ’ 
wo ce den Werth von — ——, für t=s bedeutet, und das Zeichen lim. sich 
(E — s : 


auf die Abnahme von o oder #—s bezieht. 
Nimmt man nun an, es sei p—l <Zm—1,. so wird die rechte Seite. 
also auch jeder der beiden eonjugirten Facloren zur Linken gleich Null. In 


der hieraus folgenden Gleichung 


I, 
lim| cag“' 9 | — Q 


N 


ist der erste Summand für jeden Werth von @ und o reell, da « eine ganze 


A ı \ N) 
Zahl ist. Da ferner en für o=0 oder t{=s von « ganz unabhängig 
({—s) 


\ 





wird. so würde man, wenn der Grenzwerti 4 dieses Quotienlen von Null 


verschieden wäre. den Winkel @ so wählen können. dass das Produet Ae“ 

imaginär wird, was mit dem Verschwinden der Summe cao“”" 

! r r d., Cl r E 

einbar ist. Da hiernach —— — auch unter der gegenwärtigen Voraussetzung 
(E—s) 


Ae“ unver- 





für £=s verschwindel, so ist 4,,(#), sobald p < m ist. in allen Fällen durch 
(t—s)’ theilbar. Dann aber ist auch die Derivirte von F(t) durch (t—s”, 
also St) selbsi, weil es für £=s verschwindet, durch (—s)’ ' theilbar. gegen 
die Voraussetzung. Folglich kann auch nicht p <TZ m sein, w. z. b. w. 
Wenn .4(t) durch die m“, aber durch keine höhere Potenz von t—s 


m— l 


Iheilbar ist. so ist umgekehrt (t—s die höchste Potenz. durch welche 
sämmtlliche 4,,(f) ohne Rest aufgehen. In der That bildet die Annahme des 
(segentheils einen Widerspruch mit obigem Satze. 

Da hiernach das Bestehen des Satzes mit einer Verletzung der ihm zu 
Grunde gelegten Bedingungen unverträglich ist. so sind diese zu seiner Gül- 
tigkeit nicht bloss ausreichend, sondern auch nothwendig. Dagegen sind sie 
nicht stets von einander unabhängig. 

Ist nämlich in obigem Satze m—1>1,. so ist die Bedingung,’ dass s 


eine Wurzel der Gleichung Zt) = sein soll, von selbst erfüllt. 
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a 


Wenn die bilinearen Funclionen 9%, vw den beiden ersten Bedingungen 
genügen, so ist dies offenbar auch mit den bilinearen Funetionen g,. vw, der 
Fall. die man aus jenen erhält. indem man v«,=0,. e,—=0 setzt. Da aber 
die Determinante von w.—tg, nichts Anderes als 4,,(t) ist. so gelten für 
die Beziehungen zwischen dieser und ihren eigenen Unterdeterminanten die- 


selben Sätze. wie für die Beziehung zwischen ./(t) und .4,,(t) selbst. 


I theilbar. so muss hiernach in 


Ist 4,.(t) für jedes g durch (t—s) 

der identischen Gleichung 
FR RN u ; oA 
1.0 1,8 —- Id 4,.( Ad 

gg \®, \“ 8 - o(gg)o(hh 
die rechte Seite, und mit ihr das zweite Glied der linken für jedes q und % min- 
destens (m—2)-mal durch {—s theilbar sein. Da aber 4,,(t) und 4,,(t) als 


conjugirte Grössen den reellen Factor t—s gleich oft besitzen müssen. so enthält 


jede von ihnen diesen Factor mindestens 





"m—1’ 
—— |- mal. wenn man so die 


Pen “ m-— 1 r . Pr 
grösste in —.— enthaltene ganze Zahl bezeichnet. Aus dem linearen Aus- 


2 
drucke von ./(t) durch die Unterdeterminanten einer beliebigen Reihe folet 
also. dass auch ./(t) selbst den Factor f—s mindestens E = -|- mal. also 
ihn jedenfalls besitzt. sobald m— 1 > 1 ist. 

Durch diese Sätze ist die Frage. ob und wieviel Linearfactoren von 
4(t) einander gleich sind. auf die Ermittlung derjenigen gemeinsamen Factoren 
der Unterdeterminanten Aut). I. ... F,,(t) zurückgeführt. mit denen (1 
zugleich verschwindet. 

Es lässt sich mittelst derselben auch umgekehrt beurtheilen. wie man 
zu den Bedingungen gelangen kann. welche erfüllt sein müssen. wenn die 
Anzahl der von einander verschiedenen Linearfactoren. und von jedem der- 
selben der Exponent gegeben ist. 


Um zu diesen Bedingungen zu gelangen, bedarf es nur einer Wieder- 
holung der obigen Sälze. 
he) ie) 
Damit z. B. 4(t) einen Linearfactor m-mal enthalte, muss jedes 4,.(t) 


ihn (m—1)-mal besitzen; da aber der Satz auch für 4,,(N) gilt. so muss 


’ od 
jede zweite Unterdeterminante — nn - 
o (gg) © (hh) 


Umgekehrt. wenn alle Unterdeterminanten 





ihn (m—2)-mal enthalten. u. s. w. 


on—i ZiO) L_ 


9(9,9)9 (992) +. (gm-ı 9m—1) 





35 * 
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einen einzigen Linearfactor mit einander gemein haben, mit welchem zugleich 


alle zunächst vorangehenden Unterdeterminanten 


« 


> u (1) 
0 (9,91)+- -O(gm-29m—2) 





verschwinden, so ist ./(f) durch ihn m-mal und nicht öfter theilbar. 

Es wäre überflüssig, die hieraus für allgemeinere Fälle durch Zusam- 
mensetzung folgenden Regeln auszuführen ; ebenso können Angaben über ge- 
legentliche Erleichterungen bei der wirklichen Aufstellung der besprochenen 
Bedingungen übergangen werden, da sie durch das obige Theorem in Ver- 


bindung mit demjenigen, dessen Umkehrung es ist, offen dargelegt sind. 


Zürich. 1864. 
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Ueber die kleinen Schwingungen eines periodisch 
eingerichteten Systems materieller Punkte. 
(Von Herrn E. B. Christoffel in Zürich.) 


Di. vorliegende Abhandlung enthält die vollständiee Lösung des be- 
kannten Problems, die unendlich kleinen Schwingungen eines Systems räumlich 
getrennter materieller Punkte zu bestimmen. zwischen denen anziehende und 
abstossende Kräfte wirken, und welche in periodisch wiederkehrenden Gruppen 
im Raume vertheilt sind. 

Cauchy, welcher mit diesem Problem der analytischen Optik eine neue 
Grundlage zu geben gedachte, legte demselben eine grosse Bedeutung bei. 
wie aus den zahlreichen Abhandlungen hervorgeht, in denen er sich mit diesem 
Problem beschäftigt. Dieselben finden sich. soweit sie mir bekannt geworden 
sind. in den Comples rendus vom 9°" bis zum 30°" Bande und im 22°“ Bande 
der Memoiren der Pariser Akademie; die ersteren sind zum Theil in den 
Exercices wiederholt. 

Der nächste Weg. welcher sich zur Lösung des vorliegenden Problemes 
darbielet. besteht in der Ermittlung der Gesetze, nach denen die periodischen 
Bewegungen des Systems in ebenen Wellen erfolgen. Sind diese bekannt. 
so liefert der Fouriersche Satz unmittelbar die allgemeinen Formeln für die 
Bewegung, welche auf einen beliebigen Anfangszustand folgt. 

Aber diese Lösung kann nicht als vollendet angesehen werden: im 
art. III. der folgenden Abhandlung wird nachgewiesen, dass die vielfachen 
Integrale, auf welche man durch den Fourierschen Satz geführt wird. Elemente 
enthalten. welche der Lösung vollkommen fremd sind, und welche daher 
durch eine Reduction jener Integrale ausgeschieden werden müssen. 

Durch eine genauere Untersuchung der algebraischen Functionen, welche 
in diese Integrale eingehen, ist die verlangte Reduction gelungen, zunächst 
für die einfacheren Ausdrücke, welche Cauchy am Schlusse des $. 2. seiner 
Abhandlung über die Farbenzerstreuung giebt, dann auch für die Lösung des 
allgemeinen Problems. 

In der vorliegenden Abhandlung ist der umgekehrte Weg eingeschla- 


gen worden. Nachdem im art. III. nachgewiesen worden ist, welche Re- 
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ductionen sich bei der Anwendung des Fourierschen Satzes als nolhwendig 
herausstellen, wird die Aufgabe so gestellt und behandelt, dass man von An- 
fang an die Gewissheit hat, die Lösung in einer Form zu erhalten, welche 
keiner weitern Reduction mehr bedürftig ist. 

Es hat sich auf diesem Wege das merkwürdige Resultat ergeben. dass 
die Bewegung des zu untersuchenden Systems, auch unter den allgemeinsten 
Vorausselzungen. stets nur von einer einzigen Klasse analylischer Funetionen 
einer veränderlichen Grösse t abhängt. deren reelle Werthe die seit der 
anfänglichen Gleichgewichtsstörung verflossene Zeit bestimmen. Diese Func- 
tionen habe ich durch Bi; bezeichnet. und ihren Ausdruck durch ein drei- 


faches Integral mit endlicher Begrenzung im art. IX. Formel 18 angegeben. 


I. 
Obgleich das Problem. mit welchem die vorliegende Abhandlung sich 
beschäftigt, allgemein bekannt ist, lässt sich doch eine ausführliche Darlegung 
desselben nicht füglich umgehen. 
Ist // ein System materieller Punkte. so wird dasselbe vollkommen 
homogen genannt. wenn es folgenden Bedingungen genügt: 

I) Alle Punkte des Systems besitzen dieselbe Masse. 

2) Sind a, b, e irgend welche Punkte des Systems. und zieht man 
aus ce eine Gerade ed von gleicher Länge und Richtung, wie 
ab, so ist d ebenfalls ein Punkt des Systems. 

Fügt man zu diesen Bedingungen das Grundprineip der atomistischen Theorie. 

3) dass die Entfernung zweier materieller Punkte, wie klein sie im 
Uebrigen auch sein mag, doch niemals unter jeder Grenze liegt. 

so ist das System // nothwendig ein relieulares, d. h. die materiellen Punkte 
dieses Systems befinden sich in den Durchschnittspunkten dreier Schaaren von 
Ebenen, welche den Raum in congruente Parallelepipeda zerlegen *); lässt man 
den besondern Fall, wo eine oder zwei Kanten dieser Parallepipede unendlich 
gross sind, unberücksichligt, so sind also die rechtwinkligen Coordinaten x, y. 2 


.% 


der verschiedenen Punkte m;j.. des Systems 77 durch lineare Gleichungen 
x = a+al+al+a!”, 
mi. Yy = P+bi+b +", 


3 = y+c+cl!-+c'T 


*) Man vergleiche Dirichlets Abhandlung über die positiven ternären quadr. 
Formen, dieses Journal Band 40. 
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gegeben, in denen /, !, !’ jedes ganzzahligen Werthes fähig, und die übri- 
sen Grössen rechter Seite unveränderlich sind. 

Diese Definition lässt sich, wie Cauchy bemerkt *), auf homogene Mittel. 
welche aus chemisch differenten Atomen zusammengesetzt sind. nur anwenden. 
wenn man sich die Massenpunkte my; durch Atomengruppen erseizt denkt. 
welche um jede Ecke der vorhin erwähnten Parallelepipede in gleicher Weise 
angeordnel sind. 

Wir fügen hiernach zum homogenen System // noch N andere, //,. 
II. ... /Iy, die so geordnet sind, dass die Coordinaten des zu /7, gehöri- 
sen Punktes 27,7. mit den obigen durch die Gleichungen 

Mir: u =2—ad, PM =y—-P, 3-4=3—Y 
verbunden sind. Zu jeder Werthengruppe (/, 7, 7”) gehört dann eine Gruppe 
materieller Punkte my... maus -.. mi. die in ihren physikalischen Eigen- 
schaften übereinstimmen oder von einander verschieden sein können. Diese 
Gruppen wiederholen sich periodisch auf dieselbe Weise. wie die Punkte des 
Systems /I; ihre Gesammtheit kann also ebenfalls als ein homoeenes System 
P angesehen werden. 

Es sind nun die superponirbaren kleinen Schwingungen eines solchen 
periodisch eingerichlelen Systems P, mit denen die gegenwärtige Arbeit sich 
beschäftigt. Und zwar fügen wir zu den obigen Voraussetzungen über die 
Einrichtung des Systems P noch die folgenden, welche die in ihm wirkenden 
Kräfte betrellen. 

Wir selzen voraus. dass zwischen den einzelnen materiellen Punkten 
von P Altraclionen (Anziehungen und Abstossungen) wirken, durch welche 
sie, bei der oben beschriebenen Einrichtung des Systems P im stabilen rela- 
tiven Gleichgewichlte erhalten werden. 

Es seien ferner mi... und mi. .r4n..n. zwei beliebige Punkte von P, 
deren Massen und Coordinaten beziehungsweise m‘, x, 9, 3; und m‘, x,, Yı. 
z, sind. Dann wirkt an m‘ in Folge der gegenseitigen Attraclion beider 
Punkte in ihrer Verbindungslinie eine Kraft, die bloss von ihrer Entfernung 
(ik) abhängt, und durch 

O(ik) 
bezeichnet werden soll. Die Componenten dieser Kraft werden also ausge- 





*) Comptes rendus Tome 9, pag. 558. 
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drückt durch 


ek) EL) Stk], 





Pr „ 
( DL, oy, 02, 
Ueber die Massen m, m’, ... m”, so wie über die Altractionsgesetze. 
1 © [ik] 


welche durch das Zeichen — bei verschiedenen Werthen der Indi- 


m'm* © (ik) 
ces ö und 4 dargestellt werden, lassen wir die allgemeinsten Voraussetzungen 
bestehen: wir setzen also weder zwischen zwei von jenen N-+-1 Massen, 
noch zwischen zwei von den im Allgemeinen denkbaren 4(N+1)(N--2 
Attractionsgeselzen die Gleichheit voraus. 

Da die Differenzen 2,— x, y.—Y;, &—23;, von denen die erste nach 
der oben eingeführten Bezeichnung = «,—a,+an-+an+a'n” ist. nur noch 
von den ganzen Zahlen », »', »’ abhängen, welche für den angezogenen 
Punkt j... die relative Lage des anziehenden Punktes m; ,.r. „.» bestimmen. 
so erhält man die Gleichgewichtsbedingungen für jeden ur PR von //. 
wenn man in den Gleichungen 

22 . Ss 2 ——, 


de OT nn'n'' k ou, nn'n'' k yL 
nn'n . DL, Y, ın'n‘' k OR, 


( | . ) 0 _— = 0 Lik | 0 Zwese “” % x iR] 0 => P PR; olik] 


die erste Summation über alle ganzzahligen Werthe von », »’, n”, die zweile 
über die Werthe =0,1.... N erstreckt, mit Weelassung des einzigen 
Gliedes n=n"=n =0, k=i) 

Ertheilt man hierauf dem Index ö der Reihe nach die Werthe 0. 1.... N, 
so ergeben sich die vollständigen Bedingungen für das Gleichgewicht des 
Systems P. 


11. 

Da das relative Gleichgewicht von P der Voraussetzung gemäss stabil 
ist. so kaun man seinen Punkten so kleine relative Ortsänderungen und Ge- 
schwindigkeiten ertheilen, dass dieselben in der nachfolgenden Bewegung un- 
aufhörlich innerhalb beliebig enge gewählter Grenzen beharren. 

Man kann also bewirken, dass jede relative Ortsänderung fortwährend 
unendlich klein bleibt. Dann lassen sich die beschleunigenden Kräfte in jedem 
Augenblicke durch die Ortsänderungen linear ausdrücken. Folglich sind die 
Bewegungen in unendlich kleinen relativen Ortsänderungen superponirbar. 

bezeichnet man zur Zeit die zu den Axen parallelen Verschiebungen 


“»; 


j des Punktes mi... durch r-=S;, nen, SG, 


“a! 


Hn', 1’ +n" durch Sky Nks ok» 


I des Punktes m‘... 
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so erhält man aus den Gleichungen (1.) die am Punkte m;‘,,. zur Zeit # wir- 
kenden Componenten, wenn man auf der rechten Seite überall und für jedes % 


ILL Ya Yin: 3: durch &,— 0; +5—S$;, Hd TMmM-Nn, 437 .—L, 
ersetzt. also &;, Y,, 3; bezüglich um —S,, 7,—n,. &—£; wachsen lässt. 


Daraus ergeben sich die Gleichungen für die superponirbaren Bewegun- 


ven des Systems P in folgender Gestalt: 











772 £i n2arf;n n2rT;r. n2[; 
I ; © S/ll" == x x F ® [ih ] y i c \ N # | Ih | \ ( | ik | 7 . 
m ae ME nm 15 AO 7 a A WW ’ N" =r 1 
c nn" og; 0X, OYı: 0X, 02} 
‘ On 2 q o°| le] ‚ N . ( | th | s N o| ik] « 
3. ) \ m —— — > %" nennen | Br \ as — [7 7 rn. : 4 . 
\ d 42 m dam a a Y \3% m). : > \'fk lı ‘ > 3 
al nn'n‘' k LOXI k Oy, Oy, Ooy.0%3 
Fe . u a, A. ME 
Mm En — mai wir, nr u 5) Tr arn MT M)Tr a \sı =; |: 
© ana" k LOX,OR, oy,Oo3, ; 023, En 


Dieselben müssen für alle ganzzahligen Werthe von /, 7, /!” und für 
i=0.1.... N bestehen. Die Bedingung, dass bei den Summalionen das 
Glied (n=n=n" =0. k=i) weggelassen werden soll. braucht jetzt nicht 
mehr berücksichtigt zu werden. da bei diesen Werthen der Summalionsindices 
die Factoren &,—S; u. s. w. sich auf Null redueiren. 


I. 


Seit den Untersuchungen Cauchys über die relicularen Systeme pileg! 
man den Anfangszustand eines solchen Systems durch stelige Funetionen der 
Coordinaten auszudrücken. welche nicht bloss den materiellen Punkten des 
Systems. sondern auch den sie umgebenden massenfreien Punkten Anfangs- 
verschiebungen und Geschwindigkeiten anweisen. 

Indem man hierauf die Differentialgleichungen der Bewegung auf alle 
Punkte des Raumes ausdehnt. bestimmt man mittelst des Fourierschen Salzes 
eine Bewegung des continuirlichen Raumes, an welcher die in ihn einge- 
tauchten materiellen Punkte ihrem Orte gemäss theilnehmen. 

Bei diesem Verfahren wird die Bewegung des materiellen Punktsystems 
abhängig gemacht, nicht bloss von seinem eigenen Anlangszustande. was für 
jeden einzelnen Punkt desselben in irgend einem Umfange der Fall sein muss, 
sondern auch noch vom Anfangszustande des massenfreien Raumes, was in 
Wirklichkeit nicht der Fall sein kann. Von diesen. der Lösung nothwendig 


fremden Elementen kann dieselbe nur durch die Reduction der vielfachen In- 
Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft. 3. 36 
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teorale befreit werden. welche durch den Fourierschen Satz eingeführt wor- 


den sind. 
Um diesen Uebelstand zu vermeiden, geben wir den Anfangszustand 


des Systems P unmittelbar durch die Verschiebungen und Geschwindigkeiten 





seiner eiseenen Punkte. Sei 





o& 
Pie ur cı DE ’3i En 67) 

w { = 0. su. — Nil ö Er — Urea 
| In. 

4.\ EEE ai Gi! 

u . Nie ER N; — Ui b) n I] >) 
at 

“; ‘ın V;: Be Ba... Her Bi--?2 

ll" u ee Hr 9 ot Faro I 17" . 


Dann lässt sich das zu lösende Problem wie folgt aussprechen: 
Es sollen. für alle ganzzahligen Werthe von /, !, U’ und für =. 


4 


ER | 


“ei 


” i 
Kies Nut, Si“ 


als Functionen der Zeit £ und der Anfangswerthe Y und @ den Gleichun- 


sen (3.) und (4.) gemäss bestimmt werden. 


IV. 
Unsere nächste Aufgabe besteht darin, zu ermitteln, in welcher Weise 
die gesuchten Functionen von den Anfangswerthen abhängen. 
Zu diesem Zwecke lassen wir an Stelle des durch die Gleichung (4.) 
dargestellten Anfangszustandes einen andern treten, in welchem nur der Punkt 


Mari HPA HL 
in seinem Gleichgewichte gestört worden ist, und auch diesem Punkte nur 
unendlich kleine Verschiebungen und Geschwindigkeiten OV, oV’, EV” und 
(G, €@, ©@ ertheilt worden sind. Aus dieser Gleichgewichtsstörung ent- 
springt eine Bewegung des Systems P, in welchem wir die Verschiebungen 
des Punktes 
Mi 
zur Zeit £ durch X, Y, Z bezeichnen wollen. 
Wir wollen zweitens voraussetzen, dass man zur Zeit £=0, ohne 
das Gleichgewicht der übrigen Punkte des Systems zu stören, die Verschie- 








Christoffel, über die kleinen Schwingungen eines Systems materieller Punkte. 279 


bungen ©V, ©V’, ©V” und die Geschwindigkeiten ©@, ©@', ©@” dem Punkte 
Me 
erlheilt habe. Bezeichnet man alsdann in der hieraus erfolgenden Bewerung 
des Systems P die Verschiebungen des Punktes 
Mu 
zur Zeit t durch &, 9). 3. so muss wegen der Einrichtung des Systems P 
= Y-d 2-3 
sein. In der That werden die im zweiten Falle gemachten Voraussetzungen 
mit den auf den ersten Fall bezüglichen völlig identisch. wenn man das 
System P ohne Drehung so lange verschiebt. bis der Punkt m‘;,. nach 
m 7jgr;7. rückt, wobei dann jeder Punkt m;,.;. nach m}, 17.1.3... 1., und ins- 
besondere mi, nach m... geschoben wird. 

Für die Grössen X, &. Y, ... lassen sich aber leicht bestimmte Aus- 
drücke finden. Superponirt man nämlich jeden der beiden Anfangszustände. 
aus denen sie entspringen. mit dem durch die Gleichungen (4.) bestimmten. 
so werden im ersten Falle die Anfangswerthe (I, @", Pa nen 
um OF, ©G, ©V’, .... und in Folge dessen die Verschiebungen (S, n, 
um X, Y, Z vermehrt: im eg EN, wo die Aenderungen ©), 66. 


oV’, ... den Anfangswerthen (I”, @”, 1", .. .)aa;. ertheilt werden, ändern 
sich ($, 7, S)w um &%, 9, 3. 

Drückt man demnach die Verschiebungen X, %. Y, ... durch die 
Differentiale der Grössen Sir, So» Harms... nach den geänderten Anfangs- 


werthen aus, so ergibt sich aus ihrer Gleichheit z. B. 

















of nr of“ . Or 
X — - a © J — - . 0G “m ” Ban. — $ Ö } EL ... 
en y’* ur ' an 3k h 2 ü I oV; r3k +1 I 
Or il +1, 141 OGj.1144 I Ar +. H,2’ +1,10 +]° 
s Ein AT ı © Er n Ok Ay 
— re ® ‚ — - _— .—— . ! PEREBESEREN,.. 52 re SER * J Ru ... 
E zu y3 ET oV- RT: ( G+ N yr3k+t o) | 
OF ja" Oi" L Abh 


und allgemein, wenn man einen der Buchstaben S, 7, © durch (5, n, {), und 
einen der Buchstaben V, @ durch (V, @) bezeichnet 











TER En Daun 
(5.) ( N 71 ER \ / dan 
oy, CDFRRER I’, 1" +1 o(V, SarreR 
für <=0,1,... N, j=0.1.... 3N+2, und alle ganzzahligen Werthe von 


- .Y rn n 
LE. 


36 * 
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Wir setzen von jelzt an 





Ö S on‘ ) D 
0) u RR’: Kon 2 RK! 1,7 c n u Fine j 
ae Fe Se rn 
\ oYV; Ze oy’ ah oVvi.. 
6.) RE Alk“ Al2“ 
\ 1 og a Jr MW Ni | 
Dr Se © dan Be g“ Hl,j Fin Eur g +2,J 
r g! En Aka" ° e- J ae Ah ’ . w en a k Jh h . 
0 I 23034 (0) PR oG u 
Ah Mhh iM “u 


und werden im loleenden art. zeigen, wie sich die Bestimmung der Functionen 
r,. £ vollständig auf die Ermittlung der Functionen /#t und S zurückführen lässt. 


> 4 


I 


V. 


Zunächst ergiebt sich aus den für t=0 stattfindenden Gleichungen 

o8 3 Ps . « . » 

A 5 a -G,. 7,15, u. s. w. mit Hülfe der Gleichungen (6. 
{ u hi INK ‚0 ER , . \ 


dass für = 0. mil einziger Ausnahme von 


ns J,J 


7 Od 29 ‘ 4 
Rn und —= (j=0l,...3N-+2), 


welche gleich 1 werden, alle übrigen Functionen R, S. N ver- 
schwinden. 

Ferner erhält man aus den Gleichungen (3.). indem man sie nach einem 
Anfangswerthe differentiirt, mit Hülfe der Gleichungen (5.) Differentialglei- 
chungen. denen die Functionen A und S genügen müssen. 

Beachtet man, dass nach (5.) und (6.) auf Grund der in art. Il. ein- 


veführten Bezeichnung 














n '» f « oo, k er ‘is Kk 
ae =. S> N» S)k I Zu o(&M, SI nl’ t n',1"' -n' an OÖ (£&, n, y 
} 4 IN. ei 7 v\J Iugr: 2 14 y / 

BEN Y,G +1,20 +, 2er +1" ( GL DER R TER RER I(V,@);. nA, An 
Bz I3Kk. 7 >3k+1.j > 3K- 2.7\ 
. (4 y I 9 l nina") 

05,1%): u ' ui 
dA >, 225 38.9 DSi--1,7 D3i+2,5\. 
. (Pepe... 
i HL HT ACH 


ist. wo P durch A oder S zu ersetzen ist. jenachdem man nach } oder @ 
differentiirt. so erkennt man sofort, dass man, um die Gleichungen (3.) nach 


N, Ga) 1470047. zu differentiiren, nur nöthig hat, dort überall 


/h 


E > 32.7 34-1, 7 31-+H?2, 7 
>> Nis 5 durch Pr Pan", Pur 
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und die Differenzen 


A - a | ER” 
Sk5i5 Nk—Mis 7 7 
durch 
Ik, 3,J 3k-4 +1 4.2 N 
> I” »5 1,3 31 ,J pPk-+?2, 7 jı--2, 3 
P, nd —n' Rn y! — Pi“ P; i-n,d'—n’ Am „— Pa. P,_, Von RT ni 
; yIr ih / 


qua Fun 1” RIES - PP 2,3: 
zu ersetzen 


Behält man diese Bezeichnung zur Abkürzung bei, so ergiebt sich also 














PALER] 
m' FR = 283 Rn en ee a o a PH, A 1a) -P 23; 2 
ot? nn'n‘' u; _ om, © Y; 0 L, 0 2 
op r © Lr] ui ns k 
N, ae — v[ A haar I, [ 3R41,3:41 fi I 33k-4 2,30 |. 
) er ot’ == Lor, .oy, P oO y P Oy,03 P 
. 3i-4 ze 
- "Pirn- “  ygypf [ih] ans% Kran Ph] ns, [eh] 341 2,342 
a BE Ale: us | 


Fügt man zu diesen Gleichungen die Bedingung, dass 
für t=0 und j=0,1,...3N+2 
oP’’ J 


[ > En u 
8) Pü=Ww Tm-9 
oP 





werde. und alle übrigen Functionen P und 2 verschwinden. 
( 


so wird offenbar 

Il. P=R, wenn man alle W’=1, alle 9’ = 0 setzt: 

ll. P=S, wenn man alle W’=0, alle B’ =1 setzt. 
gleiche Indices bei P, R und S vorausgesetzt. 

Diese Bedingungen zeigen, was auch für sich klar ist. dass die Func- 
oO he oO / 

tionen R und S von den Anfangswerthen V und @ unabhängig sind: also 
sind (5. und 6.) die Verschiebungen &, 7 und { lineare Functionen derselben. 


Da diese Funclionen verschwinden, wenn man alle Anfangswerthe auf Null 
redueirt, so erhält man aus den Gleichungen (5.) und (6.) 


I zi ei 33,7 y! 31,37 
Sie = = ‚= [Baia Vornaaraere + Ir Gira] 


N 3i+1,5 N 

(9.) in = ot 7.2 Mn 7 FERARROR yon Su: Fr "Girnaraerr] 
‘- 36+2 y! +2, j j 

se = =, [Ru a Varnartaere we 1" GiriaHtaerte]s 
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wo von den beiden Summationen sich die erste über alle ganzzahligen Werthe 
von 2, 4, 2’, und die zweite sich über die Werthe j=0, 1, 2, ... 3\-+2 


>) 


erstreckt 


v1. 

Man kann eine Partieularlösung der Gleichungen (%.) finden. indem 
man jede Function P;,.. zur Exponentialgrösse e7"“"=1 proportional setzt, 
wobei x. «, a” Constanten bedeuten. welche willkürlich bleiben. Durch 
Superposition solcher Partieularlösungen muss man hierauf den Anfangsbedin- 
sungen (8.) Genüge leisten. 

In Folge der besondern Beschaffenheit dieser Anfangsbedingungen ist 

leicht. im Voraus das Resultat der eben bezeichneten Superposition zu er- 
kennen. Es sei f£2 eine Function der Variabeln f, w, «, a’, welche ebenso 


. . . . 08 Bi . . . a 
wie ihre erste Derivirte g 2 für 2=0O von a, «, «' unabhängig wird. Ent- 
2 


wickelt man diese beiden Functionen für alle zwischen —r und z enthalte- 
nen Werthe von #, «, a’ nach Exponentialgrössen eV, so ver- 
schwinden für £=0 alle Coefficienten in diesen Entwicklungen bis auf die- 
jenigen. welche der Voraussetzung =4=4"=0 entsprechen. Dies ist 
genau die von den Functionen P;,.,. verlangte Eigenschaft. Wir setzen demnach 





nn: hj 1 j u. 3 20.0.1. 200,300 gan r « 7) 
(10.) Ps = a Pie UNI ou, 
wo jede Integration zwischen den Grenzen —rn und auszuführen ist. 

Dann verlangen die Anfangsbedingungen (8.). dass man für = 0 habe 


on” 2 oR" _g 


= DI, 
— x u a En . 7 — 
ot ct 








11) = W, 


wenn Ak von j verschieden ist. 
Ferner ergiebt sich aus (10. 


1 
SE . — MEZ (ur. laut. W-1N,, Dar Dart! 
/ in Kon An (2m)? e .e CHECH CU . 





Wir setzen diese Ausdrücke in die Gleichungen (7.) ein. und bedienen uns 


folgender abkürzenden Bezeichnung: 


n'’u’ ı n’’u’')} —1 


"il 20 — W. 








re 
u 
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(ferner in der ersten Gleichung: 











k=-N 2271; a 
ev g’iik 5 nn , oO?lik 
3,3 H_s HM 0 (8,30), 2 IM „- (8:;30, 
un’n'' k=U OL, nu'n‘' nn'n“ om, \ 
ze Eu e  . - ori] — (81, 3i+1). Bl :0 —= (31.3%+1) 
ox,oy, ox,öy, ’ ox,oy, N 
F: aM _ 5 I... — (31, 3i+2). N — (31. 3k+2\ 
02,03, IE, 02, \ 02,03, u a 
in der zweiten 
af; Baal 
me. y 0 = (dir, BE el, 
oL,0Y, ©X ‚ey, ox,0Y, \ 
(12. NT’, RE 2 Nn2T» 
5 PB... By BR — (8i+1,3:+1), BR A - (3i+1.36-+H1 
Oy oy oy hi 
R o’|ik , of“ / 
2 2- | Mi: e: Be .) RN — (di- 1,38i+2), —Z ze) 0 — (3i+1.3%6+2\. 
cy, 03, oy, O8, oO Y, 03, 
und in der dritten 
kl al o’ltk| 
> Be [ih — >»; - men on gel Br 3:9) 3%\ 
us OX,03, ox. 0% ‘0 = (dir2, di), m ER u eis 
/ 7’ fü a : 
P3 P 3 A 2 P; EB; — (30 I 2, 33 t 1 ). Ro: Bali um | 30-4 in 2.3k- 1 e 
oy, 03, oY ER / u 02, 
Ri n, i 1 
e;> Em — = 20 w = (3i+2, 3 2), EI 0 — (342.342). 
02, 02,” = "ie 


wo die Gleichungen der zweiten Verticalreihe % und ö als von einander ver- 


schieden vorausselzen. 

Unterscheidet man in den Gleichungen (7.) die beiden Fälle, wo %- 
oder % von ö verschieden ist, so erkennt man, dass dieselben sich mit Hülfe 
der vorstehenden Bezeichnungen in die folgenden verwandeln. in denen 


1 


(Au+4w-+4rur)y — ya np 
e dududu — OE.;.,. 
nr)’ Bau 


gesetzt ist: 


bi BLEI 
0 = JORW mi EC 3 I Si, N) RR (Hi, 3h+2) +20) |, 











+H,3h) RI ir, BR) NH IS (ZH 3k a2), 








F 2? O3i+2, j 
0 = ok. a, ZI H2,3k) O4 (30+2,3k+1) At 34 (3i+2,3642) 036 „|, 


wo % bei der Summation die Werthe 0. 1. ... N durchläuft. 
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Diese Gleichungen müssen für alle ganzzahligen Werthe von 4, 4, 4" 
bestehen. Da aber die in den eckigen Klammern stehenden Functionen von 
,. 2. 2’ unabhängige sind 


gig „ so ergiebt sich aus der Theorie der trigonometri- 
ie schen Reihen, dass sie gleich nr sein müssen für alle zwischen —r und : 
lievenden Werthe von a, «, «", d.h. 


für alle Werthe. welche diese V Er 
während der Integration durchlaufen. 


Jede der vorstehenden Gleichungen liefer 


also eine Differentialgleichung 
wischen den einzelnen Funetionen 2 


‘2. Setzt man der Symmetrie wegen in 
der ersten m’ = u;,, der zweiten m — U; 19 in der dritten m’ — Uz,2. SO 
dass man für ©=0, 1. N hat 

E) 


= 1 = Ma =M, 
so treten diese Gleichungen 


sämmtlich in die nämliche Form: 
h,j = %. 1,... 3N+2 

{ MER OLE 2=3N-+2 

14.) S (ha) — 

\ j f ) # (hg Vi iu 0. 


man erhält für 





\uf diese Weise ist das ursprüngliche Problem auf die Integration des 
vorstehenden Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen mit Rücksicht auf 
die in (11.) gestellten Anfangsbedingungen zur ückgeführt. 


in 


Zu dieser Integration 
sind indessen einige Vorbereitungen erforderlich 
vn. 
Vor Allem ist es nolhwendig. gewisse Eigenschaften der Coefficiente 
‚hg) festzustellen. 


Zunächst ergiebt sich aus ihrer Entstehung 


der Zeit # unabhängig sind. sondern 


oder 


dass sie nicht 


Ä bloss von 
auch von der Stelle. 


welche der Punkt 
7. im System /7, 


P einnimmt. 
Eine zweite Eigenschaft ergiebt 


sich unmittelbar aus den Gleichun- 
ven (12. Sie ist in der Gleichung 
(3+7,3k+0) = (Bi-+o,3k +7) 
enthalten. wenn o und 7 nach Belieben aus den Zahlen 0. 1, 2 ausgewählt 
werden. 


Die dritte Eigenschaft. deren Kenntniss nothwendig ist 
dass die 


beiden Grössen (gh) und (hg). 


besteht darin. 
Werthe haben. 


welche im Allgemeinen complexe 


steis zu einander conjugirt sind. 
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Zum Beweise dieser Befauptung werden wir in den Ausdrücken der 
verschiedenen Grössen (gh) die Vorzeichen der Indices », »', »’ ändern. was 
auf den Werth dieser Ausdrücke offenbar keinen Einfluss hat. 

Dann erkennt man zunächst leicht. dass die Grössen (3-2. 3i+o0 
sämmtlich reell sind. Da ausserdem \3-+-z. 3-0) = (31 +0,3i-+y) ist. so 
wird in diesem Falle der obigen Behauptung nicht widersprochen. 

Wir wollen nun unter der Vorausselzung, dass 4 von verschieden 
ist. die beiden Factoren untersuchen. welche im Ausdrucke von (Yi-+y, 3h40 
unter dem Summenzeichen stehen. 


Da man nach art. 1]. und N. 


! ! ’ A A 
.- 1, = 9, —-—0,tantan-tan, 2, — I, = 0, —0,+ an 


hat. und ähnliche Gleichungen für die anderen Coordinatendifferenzen »elten. 
so folgt. dass .,— r,. 9,9. 3-2, durch Aenderung des Vorzeichens von 
u.n,n nn -— u — u). —-y—Yı: (23,— 2, verwandelt werden. Gleich- 
zeitig gehen also die Ausdrücke 
0° ık oO” ih | 2 R oO” kt 0° ki) 
Rn zur. u. s. w. über in Ik \ | 


. 7 , U. S. W. 
oOX oy,.Oo3, O6’ oy, 02 


Hieraus folgt. dass in den Gleichungen (12.) der Zeichenwechsel der 
Indices », »'. »"’ nur zur Folge hat, dass auf der linken Seite 1) die Zahlen 
i und % vertauscht werden. und 2) in der Exponentialgrösse » = ie 
die y—1 das entgegengeselzte Zeichen erhält. Dadurch wird aber die 
Grösse (37 -+7,.3%-+ 0) ohne Aenderung ihres Werthes in die Conjugirle von 
(3k-+ 7, 3i+0) = (3k+0,37+y) verwandelt. w. z. b. w. 

Man kann endlich noch eine vierte Eigenschaft dieser Grössen (gh) be- 
merken: dieselben sind nämlich in Bezug auf jede der drei Variabeln «, w, a 
periodisch. mit der Periode 27. Daraus zieht man leicht den Schluss. dass 
die dureh die Gleichungen (11.) und (14.) bestimmten Funetionen (2 die 


nämliehe Periodieität darbieten müssen. 


vn. 


Setzt man 


uhr’ - (hg) 122’, p’ 2 u, oa. 
oh hı 


so kann man die Gleichungen (14.) in folgende Form bringen: 


15.) —lzm/tzpm =. h=01....3N+2. 


Journal für Mathematik Bd. LAIlI. Heft 5 37 
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Da diese Gleichungen linear. und ihre Coefficienten constant sind. so 
hängt ihre Integration. wie bekannt. nur von der Untersuchung der Determinante 
der bilinearen Funetion 

Ww — Ip‘ 
und ihrer Unterdeterminanten ab. 

Vergleicht man aber die Ausdrücke der Funetionen w’ und g’ mit den- 
jenigen. welche in der Abhandlung über die Verallgemeinerung einiger Theoreme 
des Herrn Weierstrass (p. 255 dieses Bandes) durch # und g bezeichnet 
wurden. so erkennt man sofort, dass die dort gemachten Voraussetzungen im 
vegenwärtigen Falle erfüllt sind. 

Setzt man nämlich [kh| — «, und. so lange y von Ah verschieden ist, 
ıgh! = 0, so wird 

y’ Zihg)2°’H ef 


und es sind nun (ghk) und (Ag). sowie [gh) und |kg| zu einander conjugirt. 


wie dort verlangt wurde. Setzt man ferner 27 = x, +iy,,. H' = 2,—iy,, so 
wird g’ = Du, (2,—Y,). Dies kann. da sämmtliche « als Massen materieller 


Punkte positiv sind. nur verschwinden. wenn alle reellen Variabeln x und Y 
sich zugleich auf Null redueiren. 


Bezeichnet man daher durch 


(00) — ur (O1 
I (x) (10) 11)-wr ... 


\ 
die Determinante von y’ —.ry’, und durch 4,,{x) die aus einer Aenderung 
des Elementes (4) entspringende Unterdeterminante von Ir... so folet 
I. dass alle Wurzeln der Gleichung (x = 0 reell sind. 


jezeichnet man die von einander verschiedenen Wurzeln dieser Gleichung 
3N-+3'"" Grades durch 


so folet weiter. 
II. dass man durch Zerfällune in Partialhrüche 


Inlx EW 


%' 
ar 


I(z ) Ss —r 


erhält. wo die Factoren A von x unabhängie sind. und die Summation sich 


über die verschiedenen Wurzeln der Gleichung I(r'—=0 erstreckt. 
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Endlich zieht man aus den Gleichungen (9.) der angeführten Abhand- 
lung für den vorliegenden Fall die folgenden: 


p’ 


(38 = > #3 


EEE air r 

AH. | 
P3 q Oo 'w- J e 2 2 A! op e 
In Eh OH " e" OH ° 


welche bei jeder Bedeutung der Grössen u, 2", ... stattlinden. 
Setzt man also 





% op’ 
| } . %' DE an eo 
(16. = AP, OH! ara u, A®,, 2 = 2 2 


so folgt aus den PR BEER IM.) 


| 22 — 3.0 
+ 
34? 55.422". 
h h San Ö 
Dies festgestellt. multipliciren wir die Gleichung (15.) mit A},. und 
addiren hierauf die aus ihr für A=0,1,... 3N-+4-2 entspringenden Glei- 
chungen zu einander: dann folgt 
ge 


f? +09 — 0. 


co 


Da man aus (16.) und (11.) für = 0 


u 
082” 
Qu AU, —— = u, AB 
a al dt 


erhält. so ist also für ein beliebiges t 


(333) III rast LM unse 
u hs u A, IL cossy{t = R er. —— Re 
8, 


( 


mithin, wegen der Gleichung (17. 


| 2 ‚‚sins,t 
$2# u,S A,,| W coss;t +8’ — | 
r Ö Sr _ 
oO 


IX. 
Aus dem eben eefundenen Ausdrucke der Functionen 2 ergiebt sich 
mit Rücksicht auf die Gleichung {10.). dass man. wenn 


| . D N sin Szt (Au a CURN Ara) w a 7 v7 
(18. On” 5 A, —— et" Toaou ou 1 
ea) 0. 


Ak’) 








288 Ührıstoffel, uber dıe kleinen Schwingungen eines Systems materseller Punkte 


sesetzi wird. 


1 W he ; 
ArıH ) ef BER J 
erhält. Da ferner (art. V. I und In) P oleich R oder 8 ist. je nachdem man 
für jedes j; W=1. %=0 oder W-0. W—1 setzt, so folgt: 
R;.; wur: ac San = u, Tria«- 


Durch Einsetzung dieser Ausdrücke erhält man aus den Gleichungen 9.) die 


Lösung des vorgelegten Problems. Sei zur besseren Uebersicht für 0 = 0, 1. 2 


3 Vv- i 
vo y te _ 
\.- — ı \: li PIE a op > 
19 a \ 
“ . 3% l ’ 
% y' .) i : v314-0,) ı,P 
| mn — ufr; u l’., 1 T; ;-; $, ’ 
AAHL. 
so folet: 
RT 
&,,, (9), — 
\ Hl ot ? 
| N l OB, 
20. 7 G;,,. 7 = u 
tt IHt°i 
ot 
y 
F: VO 
ll’ iii of 


Die Einfachheit dieser Formeln lässt nichts zu wünschen übrie. Es 
scheint indessen schwer zu sein. aus ihnen unmittelbar eine Vorstellung von 
der durch sie dargestellten Bewegung zu gewinnen. Dagegen bieien sie für 
aneenäherte Bestimmungen eine völlige zuverlässiee Grundlase dar. bei welcher 
es nicht. wie bei der direeten Behandlung der ursprünglichen Differentialglei- 
chungen, zu befürchten ist. dass durch wiederholte Vernachlässigungen schliess- 
lich alles verwischt wird, was den Charakter des ursprünglichen Problems 


ausmacht. 
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Beitrag zur Theorie des Gleichgewichts eines nicht 
homogenen flüssigen rotirenden Sphäroids. 
(Von Herrn R. Lipschitz zu Breslau.) 


1» einem früheren Aufsatze habe ich die Untersuchungen von Laplace 
über die Gleichgewichtsgestalt einer um eine feste Axe rotirenden, aus sphae- 
roidischen Schichten bestehenden flüssigen Masse auf einen besonderen Fall 
angewendet. in welchem für das Dichtigkeitsgesetz eine gewisse drei Con- 
stanten enthaltende Function angenommen war *). Eine wiederholte Beschäf- 
tigung mit diesem Gegenstande liess mich nun bemerken, dass eine Verein- 
fachung der Theorie. welche bei jener Anwendung hervorgetreten ist. nich! 
an der Beschaffenheit der bezüglichen Hypothese für das Dichtigkeitsgesetz 
haftet. sondern auch bei der Erörterung der allgemeinen Frage durchgeführ! 
werden kann. Unter den für unsere Erde geltenden Bedingungen hat diese 
Vereinfachung die Folge, dass man immer im Stande ist. nicht allein die Ab- 
plattung der Oberfläche, sondern auch noch zwei andere Constanten. die sich 
auf die Aenderung der Abplattung in den obersten Schichten der Masse be- 
ziehen, aus den reinen Thatsachen der Beobachtung zu bestimmen. ohne dass 
für das Gesetz, nach welchem sich die Dichtigkeit der Masse von Schicht zu 
Schicht ändert, irgend eine specielle Hypothese gebildet wird. Wenn man 
die Abplattung irgend einer unendlich dünnen Schicht als Function des Radius 
einer Kugel aullasst. die mit der betreffenden Fläche gleichen Flächeninhal! 
hat. und den ersten und den zweiten Differentialquotienten der Abplattung 
nach diesem Kugelradius nimmt. so sind jene zwei neuen Constanten die 
Werthe des Produels des genannten ersten und zweiten Diflferentialquotienten 
für den Kugelradius. welcher der Oberfläche der ganzen Masse entspricht. 
respective in diesen Kugelradius und in das Quadrat dieses Kugelradius. Diese 
Ergebnisse in Kürze zu entwickeln ist die Absicht des Vorliegenden. 

Um die ZLaplaceschen Gleichungen des Problems anzugeben. werde ich 
die Bezeichnungen ebenso wählen, wie in dem angeführten Aufsatze. Dann 
ist r die Entfernung eines beliebiren zu fixirenden Punktes von dem Schwer- 
punkt der rotirenden Masse. 9 der Winkel. den die Verbindungeslinie dieser 


*) Bd. LXIl, pag. 1ff. 
Journal für Mathematik Bd. LXII. Hett 4. 38 
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beiden Punkte mit der einen Hälfte der durch den Schwerpunkt gehenden 
Rotationsaxe der Masse macht. y der Winkel, den eine durch jene Verbin- 
duneslinie und diese Axe veleete Ebene mit einer festen Meridianebene bildet. 
Die rotirende Masse besteht aus unendlich vielen unendlich dünnen homogenen 
sphäroidischen Schalen. und es bedeutet 5b den Radius einer Kugel. die mil 
einem beliebigen solchen Sphäroid gleichen Flächeninhalt hat, ob) die in dem- 
selben Sphäroid herrschende Dichtigkeit der Masse, e den der Oberlläche zu- 
sehörigen Werth von b, f die Krafteinheit der Massenanziehung. & die Winkel- 
seschwindigkeit der Rotation. Ferner hat man für die Form der Sphäroide 
die Gleichung 


2 
a r =b(l+2&Y,(b)) 
und für das Potential der äusseren wirkenden Kräfte die Darstellung 


2.) } 


llier sind Y,.b) und V, Kugelfunetionen x" Ordnung in Bezug auf die Winkel 
7 und g, und die Kugelfunetion Y,,b) ist in Ansehung ihrer Constanten von 
dem Parameter b abhängig. 

Wenn nun die Function o(b) als gegeben betrachtet wird, so verlang! 
die Bestimmung der Form der Sphäroide, d. h. die Ermittelung der Kugel- 
funetionen Y,ıb) nach Laplace die Auflösung von zwei Aufgaben. Die erste 
besteht in der Integration der Differentialeleichunge 


Mr d’Y.(b fra)  _ 2ocb)b vb 2o(b)b" dY,.(b) 


f} ») 2 . b n ‘ m 
db b / u (8) B?dB / o(A) Add ” 


() 


die zweite in der Befriedieung der Gleichung 


“> | N der) | 
\ tafY.(c/ 0, "ds Adaff OR; daB) P d- n 


m 2 l rt! 
n e d> 2n-I 
w ' 
/ E g£ cos | -V,.c 0, 
wo der in der eckigen Klammer befindliche Ausdruck nur für » = 2 velten 
+) 
R a OUOS u | . Ara 
soll. und P. cos #4 R ist *), 


Ich werde jetzt zeigen. dass. sobald die Integration der Differential- 


sleichung (3. ausgeführt ist. die Gleichung 4.) sich in eine Form bringen 


*) Laplace me&canıque celeste, Livre Ill, Chap. IV, No.29 et 33. Bd. LX1l, 


pag. S und I1 dieses Journals. 
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lässt, bei welcher die Function Y,/b) nicht mehr unter einem Integralzeichen 


vorkommt. Multiplieirt man die Gleichung (3.) mit dem Factor 
if o(P) AP, 


so komm! 
Az * (b) 


ü h 
I b"’'—n(n-+1)Y,\b)b" \/ o(P)P dp 


(_24Y.(b) , 
——8 


“ \ n+3_| ‘) 7 
\ db er, 


I 


(b) b"'* \o b). 
F J 


und addirt man auf beiden Seiten den Ausdruck 


ER REN UPRO 
ar b""— (n+1)Y,(b)b"*’)o(b), 


so ergiebt sich die Gleichung 
ai, b bis) 


db v b 


 & d ) dY,„(b) n4-J ! “ \ )/ D\ /2 „N 
5 rn; (+ Fr b""—(n+NY,(b)b")/ v(P)P d’>, 


. . . r dYy,(b) . y : 
Da die Functionen Y,\b) und jp  |m Schwerpunkte der Masse. d. h. für 


b=0. nicht unendlich gross werden dürfen. so kann mit Hülfe der vorste- 
henden Gleichung der Werth des zweiten in (4.) auftretenden bestimmten In- 


tegrals folgendermassen angegeben werden 
' h sul. Dt?) f.. WEulE) u TR je 4 
i Be. 257 . Zi v a ö a \ € £ pe 
(6b. / 0/9 dB d/; \ Pr ( TıR9- | Y, C( A 0,9)Pp AD. 
(ı (} 


Hiedurch verwandelt sich aber die Gleichung 4.) in die einfachere Relation 


dy 


| i n € "wo" e 
(nY, Ce; TC ) = P,\ cos c* |- Ve" (0. 
) k de 4 .) e ”„ 


2n- 


\ 


1 
- if f DIN KR 3, 
ie Zn 0,9) d’>- 
> N I N 
na 
(N 


bei welcher der Behauptung gemäss die Function Y,,b) unter keinem Inte- 
sralzeichen steht. und die genau der Gleichung 23.) des oben angeführten 
Aulfsalzes entspricht. 

Die so eben abgeleitete Gleichung vertritt die von Laplace aufgestellte 
Gleichung (4., in ihrem vollen Umfange. Denn die Voraussetzung. unler 
welcher die Gleiehune 6.) eine strenee Folee der Gleiehune 5.) ist. besteht 

ü dY,.(b & . 
darin. dass der Ausdruck (- TR b""—ın+1)Y,ıb)b") / oe(P)P’dP für alle 
(ID / 
Werthe 5 von b- O bis b = e eine endliehe und stetive Funetion von b sei. 


und diese Voraussetzune ist hier immer erfüllt. Denn auch in dem Falle. 


dass die Dichtigkeit o 5b) in verschiedenen Theilen des Intervalls von ® bis 
Im f g 
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e, also etwa von O bis b,,. b, bis b,.... b,_, bis 5, = e durch verschiedene 


analvtische Gesetze ausgedrückt ist und an den Grenzen der Intervalle un- 


b 
stetig wird ®). bleibt dennoch das Integral / o(P)P’dp eine endliche und ste- 


u) 


tige Funetion von b, weil o(b) überall endlich vorauszusetzen ist. und ist 
nach der Natur der physikalischen Aufgabe die Integration der Differential- 


dY.(b) . h 
sleichung der Bedingung unterworfen, dass Y,(b) und —— überall endlich 


und stetig sein müssen. Auch zeigt die folgende Ueberlegung sogleich. wie 
dieser Bedingung zu genügen ist. Denkt man sich die < Dilferentialglei- 
chungen vebildet,. welche Y,(b) in den aufgestellten 2 Intervallen erfüllen 
soll. so enthält jedes allgemeine Integral zwei willkürliche Constanten, die 
linear in dasselbe eingehen. Weil aber nach einer Bemerkung von Laplace 
(für das erste der Intervalle) immer zwei Particularlösungen existiren, deren 
eine für b = 0 gleich Null und deren andere für b = 0 unendlich gross wird **), 
so ist für dieses Intervall nur die eine dieser Particularlösungen anwendbar. 


und der Ausdruck von Y,(b) in demselben wird nur eine willkürliche Con- 


. | ; f IY.„(b) 
stante enthalten. Nun liefert die Bedingung, dass Y,(b) und un - für die 
Werthe b=b,. b,, ... b,_, stetig bleiben sollen, 2/2—1) Gleichungen, und 


diese reichen gerade zur Bestimmung der 2(2—1) Constanten aus. welche die 
allgemeinen Ausdrücke von Y,(b) in den (z—1) letzten Intervallen involviren. 
Within bleibt in dem Ausdruck für Y,(b) immer nur eine Constante verfügbar, 
und die Bestimmung derselben durch unsere Gleichung (7.) liefert den gesuchten 
\Verth von Y,(b). 

Wenn man mit Laplace annimmt, dass die Resultante aller auf einen 
Punkt der Oberfläche der Masse wirkenden Kräfte, welche senkrecht gegen 
die Oberfläche gerichtet ist. bekannt und in eine nach Kugelfunctionen fort- 
schreitende Reihe 


han IA _L 5 SIAN 


| un 


entwickelt sei. so sind die Grössen },(b) durch die folgenden Gleichungen 


n 


bestimmt: 


der Fall, dass o(b) in jedem dieser Intervalle einer beliebigen Uonstante 
ei ist, Aut sich in Clairauts Theorie de la figure de la terre, Seconde partie, 


Cha „IV. $- LXI behandelt. 
l. e. n® 30. 
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_ 4m 2w’c 
ef e) F da — 39 / 


m S7tT 
(9.) ( D, = Er fer ® (PP d/3 
d Y.( n+3 } +1 zw > 


ARE h ’ n u 
Multiplieirt man die Gleichung (4.) mit dem Factor — und addirt sie zu der 
! e 





zweiten der vorstehenden. so kommt 
| = Anf f“ 2 ae; en 1 
10.) ®, = Mn. eP)PAB(n+2) Yıce, Huf er Fap-- 2" 


Die Gleichung (6.) gestattet auch hier die Ausführung einer Integration, und 
es entsteht so die Gleichung 


Ar _ edY,(e)\ 
(11.) I, nun ee "(BR aß(Y, (c)- 2). 


0) 


Für die Grösse Y ‘ce, hat man den bekannten Ausdruck 


-- [Pr P.ceoss)e] + (2 HI) V, 1 1W, 
/ Sa) = 2 ie 
(12.) Y.(e 1 Anf rn . 
(Bm DL fec® Pd} 


“ 


0 





und die Substitution desselben in (11.) führt zu der neuen Relation 


5w’ 
[Pos He] Ant Nr. u, 


cdY„(e 3 
(n —1‘ fen) 5" d3 


(1 3.) De — 








Wenn man die mittlere Dichtigkeit der ganzen rotirenden Masse 


3 / 0(8) 8° d8 


setzt. so folgt aus der ee w die Ei 





Zu So(e) 


ced’Y,(e) 
de’ 








— n(n-+1)Y,(e)- 





n 


indem man daselbst statt 5 den Werth ce setzt. Mit Hülfe von (11.) und (12.) 
ergiebt sich hieraus die zweite Relation 
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e’d’ Y, (ec ) 


—— 





| de’ 
\ 30 ö / 
14.) n(n-+-1) jr 3 P,(c08 He|- (2n +1) V.c"" vr 6 W 
ern ulm u . Fo; 
(n Je® pdp | fe DI Pr 
. » .. Doo Ce d Y, \ €) Ce ’d’ Y n ( 
Die so eben gefundenen Ausdrücke für 2 und - Fr = - gestalten ebenso 


wie der Ausdruck (12.) für Y,(e) die Elimination des Integrals / (PM) AP 


2 


durch die erste der Gleichungen ‘9.,. mithin die vollständige Befreiung von 
dem Ausdruck o(b) der Dichtiekeit. wenn man sich die Constante 5 als be- 
obachteten Werth gegeben denkt. Man erhält hiedurch die Gleichungen 


hen) 


Iw ade i 
| P, EUR c| ! (2n +1)V,, Er 1 A, 


1.(e) | 1-0 
(n N ®, | / 


Iw’ y “ 
[5 PR @ose | an + Dre tn, 





de = C 
in 1 (8, 1 . 
\ >w‘ u ner 

12 Y a(n+-1))- |=- P,(cos#) iR - An) N, WR Ben 

or TPFDPTTETEOIER DB GW, 
x se EEE EEE Tolnsrae ee = 
de ( \ ” " 2w ( 

{ n I) (®, ’. - Eu (®, a ) 

> 3 


Ich komme jetzt zu der Anwendung der vorstehenden Relationen auf 


den Fall unserer Erde. Da bei demselben die sämmtlichen Grössen V, ver- 


schwinden. so erhält bekanntlich die Gleichung der Sphäroide die Form 
r = b(l-+Y,(b)) = bil -+v(b)P,(cos‘H)) 


und die Resultante aller auf einen Punk! der Oberfläche wirkenden Kräfte 
oder der Werth der Schwerkraft oeht in den Ausdruck 


Ja IR IS ,4 wP; COS I 


b, is! hier die Abplattung des zum Parameter b ge- 
15.) den Werth » = 2 


über: die Grösse 
hörenden Sphäroids. Indem ich in den Gleichungen 
werde ich oleichzeitig. wie es wegen der relativen Grösse der vor- 
ist und bei dem Ausdruck für Y,(e) zu ge- 


Ausdrücke den Werth e durch den 


einführe. 
kommenden Constanlten gestattel 
schehen pfleet. in den Zählern der drei 
Werth a der Aequatorialhalbaxe der Oberfläche ersetzen. und im Nenner der- 
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2w'c . JR 
% weolassen. So entstehen die Gleichungen 


| 


selben die Grösse 


Iwa 
| - w 
\ ufe) 3 
/ Ce! — — 
/ »\ U, 
(16.) er 2 
wa L IW A ID 
—— — 2m y 6(- ——— + -— ) 
edy(e), ) ed’y(e) EB 3 s / 
de W : de? %, 


Wie in dem angeführten Aufsatze sollen bei der Ausmittelung der numerischen 
Werthe die Secunde als Zeiteinheit, die Pariser Linie als Längeneinheit ve- 
wählt, und die folgenden Beobachtungsconstanten zu Grunde gelegt werden 
wa — 15.03184 
WW, — 4328.191 w —= 15.03183 & = 2.233328. 
Alsdann sind 
ve) = — 0.00231534. 
cdy (ec) 
de 


e’d’y(e) 


de‘ 


0.00115766 — 0.5.1). 


0.00456136 — 1,97 .y (e) 


die für den Fall unserer Erde resultirenden Werthe. 


Breslau. den 29°" Januar 1864. 











296 


De explicatione per series trigonometricas instituenda 
funetionum unius variabılıs arbitrarıarum, et praecipue 
earum, quae per varıabılıs spatium finıtum valorum 
maximorum et minımorum numerum habent ınfinitum, 
dısquisitio. 
(Auctore R. Lipschitz. ) 


Series secundum sinus et cosinus multiplorum anguli cujusdam pro- 
eredientes, quibus funetio unius variabilis arbitraria explicetur, per diversas 
analvseos disciplinas maximo in usu esse inter omnes earum rerum peritos jam 
pridem eonstat. Greometrarum igitur munus esse videbatur, ut latum functionum 
illiarum campum perserutarentur atque limitem agerent inter eas, quae seriebus 
trigonomelrieis evolvi possint, alque eas, quae hanc proprietatem non habeant. 
(Juo munere perfunetus est. ut conatus ab aliis antea factos praetereamus. 
illustrissimus Lejeune- Dirichlet edita commentatione celeberrima,. quae in- 
seribitur: „Sur Ja convergence des series trigonometriques qui servent a re- 
presenter une fonclion arbitraire entre des limites donnees” (Diar. Crell. Vol. IV. 
pag. 157). Permagna quae inde cepit analysis incrementa leviter adumbrare 
liceat, ut quaestionum a nobis institutarum et hoc libello pertractatarum quae 
sit vis et natura dilueidius perspiciatur. 

Summi viri commentlatio ei superstructa est fundamento. quod data 


[unetione arbitraria y\x) pro intervallo variabilis x a valore —r usque ad 
valorem --:7 extenso, et formata serie 
En + 
(safe cos a de - cos2rfy a) cos2a da-+ 
i [sine /4 ‚e)sina de - sine fg (e)sin2a de» 
\ — n 


aggregalum ex 22-+1 primis seriei terminis per integrale definitum 


t- TI 


1 i  sın(a+1)(ae— x) 
(2.) - / g (a) ———— dar 


7. sına(@ — X) 
-TI sei \ 
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exprimitur. et quod, si integrale numero » in infinitum cerescente ad certum 
quendam valorem quam proxime accedat,. hie valor nihil est nisi summa 
seriei 1.) in infinitum protractae. Tota instituitur disquisitio ea conditione. ul 
funetio y(r) per intervallum a — 7 usque ad +77 extensum sit finita alque 
finitum numerum solutionum continuitatis et finitum numerum valorum maximorum 


et minimorum praebeat. Demonstratur autem, quod sequitur, 


Theorema 1. OQuantitalibus g et Ah explentibus conditiones sienis 


7T . . . . » 
0—9<_h 5 deseriptas sit functio fi?) a valore 3 = g usque ad valorem 


eh data semper finita et continua alque aul ita comparala. ul per lotum 


spatium interjectum vel erescat vel immutata maneat. aut ita comparata. ul per 


totum spalium vel decrescat vel immutata maneal. tum integrale /r@® ne dy 
quantilate positiva 4% omnem modum excedente certo cuidam valori appro- 
pinquat. Qui valor, si quanlitas g est posiliva, cifrae aequalis. si quantilas gq 
est cifrae aequalis. u 0, evadil. 

Ex hoc theoremate sub conditionibus supra dietis concluditur. integrale 2. 
numero » in infinitum erescente ad valorem (p(z—2)+y(r--e)) convergere 
(dum signo & quantitatem infinite parvam notamus), itaque seriem \1.) esse con- 
vergentem. quicunque valor quanlitali x assignetur. Leguntur autem in fine 
commentationis allatae haeece: „Il nous resterait a considerer les cas. ol les 
suppositions que nous avons laites sur le nombre des solutions de continuile 
et sur celui des valeurs maxima et minima cessent davoir lieu. (es cas 
singuliers peuvent eire ramenes a ceux que nous venons de considerer. Ei 
verbis quibusdam interjeelis: „Mais la chose. pour eire faite avec toute la 
clarte qu’on peut desirer exige quelques details lies aux principes fondamen- 
taux de l'analvyse infinitesimale et qui seront exposes dans une aulre nole. 
dans laquelle je m oceuperai aussi de quelques autres proprieles assez remar- 
quables de la serie (7. . quae est series nostra (1.). Quam commentalionem 
nunquam in Jucem esse prolalam quum geomeiris valde dolendum sit, disqui- 
sitionum illarum vestigia reperire et reperlis ingredi. quantum possimus e! 
valeamus. propositum nobis est. Alque primum quae ex seriptis illustrissimi 
Lejeune- Dirichlet conjungere conligit commemoremus. Habemus enim praeter 
commentationem supra allatam aliam ejusdem demonstrationis exposilionem 
in repertorio physico a clarissimis Dore et Moser ediio. el commentalionem 


famosam. quae inseribitur: „Sur les series dont le terme eeneral depend de 
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_ 


fonctions arbilraires entre des 


#7 


deux angles. et qui servent a exprimer de 
limites donnees (Diar. Crell. Vol. XVII. pag. 35). 

Funcliones 4 x. quae non satisfaciant conditionibus supra expositis, in 
'ria genera distribui possunt. quum intra spalium a — usque ad +7 ex- 
tensum aut valores infinite magnos aceipiant, aut infinitum numerum solutionum 
continuitatis. aut infinitum numerum valorum maximorum et minimorum habeant. 
Quos tres casus per se quemque ul ita dicam in jus vocare sufficiet. quia 
duobus vel tribus simul adeitis seriei (1.) species potius quam vis et nalura 
mulatur. 

Quibus finibus funetio y x) primis duobus easibus arceatur videbis,. dum 
perpendis conditiones. quibus fit. ut inlegralia definita,. quae in serie 1. co- 
elfieientium parles agunt. certam habeant significationem. Primo enim cası. 


si quantitates quaedam inter — et +7 positae signis a et b notantur, necesse 


est integrale / y.re,de manere funclionem finitam et continuam quantilatum 


acer bb". Sint C.» ©. ... ec, singuli quantitatis «rw valores. quibus responden! 
valores functionis x infinite magni. sint d,. d5. ... Ö, quantitates quamvis 


exiguae. exeidi possunt e spatio a — usque ad +7 extenso « intervalla 
limitibus 


dd id 


er - Ö, ei er u £ Ö, " C; u ) et Co) ' d, . . . . Ü . ) et C. u Ö, 


inelusa. quae primae speciei intervalla vocamus. (Quod vero restat spatium 
conllatum erit e finito numero intervallorum ad alteram speciem referendorum. 
per quorum quodque funetio g\.r) suffieit conditionibus,. quae in theoremate |. 


iunetioni fi) praescriptae sunt. Casu autem altero, quo functio px, in finilo 


spaltio inter — .ız et —-.ı Iintermisso Infinite multas solutiones continuilatis praebet. 
si quantitales quaedam inter —ı et —.ı positae signis @ et 5 notantur, necesse 
est semper dieri posse, ut inter a et 5 aliae quantitates r el s interserantur. 
inter quas lunelio 4 .e) finita et continua maneat**. Unde rite ratiocinando 
sequitur,. spatium a — 7 usque ad —r extensum in imiltum numerum inter- 


vallorum discerpi posse, quorum binae species binis primi casus speciebus sin! 
similes. Prioris speeiei intervallum quodque finilae sed ad libitum diminuendae 


est maenitudinis et inlinitum solutionum eontlinuitatis conlinet numernm. quorum 


Diar. Crell. Vol. XV1I. pag. 94. 
Diar. Crell. Vol. IV. par. 169. 
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intervallorum limites aeque ac supra signis 

a—0, et a +0, G—d, el + a „+0 
sionifiecamus. Alterius speciei intervallum quodque eam habet indolem. u! 
per toltum intervallum funetio (x) suflieiat conditionibus. quibus in theoremate 
I. funetio f\/) adstrieta sit. Nune vero. si convergenliam seriei (1. dijudicare 
velis. rei cardo versatur in quaeslione insliluenda. num integrale ‘2. numero 


» in infinitum crescenle certo cuidam valori appropinquet nee ne. Qua in re 


si quantitati x valor inter —a et +7 situs assignatur quilibet. dummodo nulli 
quanlitatum @,. €., ... €, aequalis sit. quantitatibus exiguis d,. da. ....0, 


commode electis tum primo quum altero casu semper elliei potest. ut valor 
ille quantitatis = cadat in intervallum. quod alterius speciei dieimus. Quum 
autem integrale (2.) extendatur a valore « -ı usque ad valorem « IL. 
discerpatur spalium in modum supra exposilum. ul integrale fial aequale 
aggregalo ex inlegralibus formae ejusdem, quorum limites sint limiltes inter- 
vallorum vel prioris vel alterius speciei appellatorum. Itaque integralia prioris 
speciei limitibus inelusa ad priorem integralium speciem. alterius speciei |i- 
mitibus inelusa ad alteram speciem referimus. Prioris speciei integralia quan- 
titatibus d,. dr. ... Ö, apte electis ad quamlibet exiguilatem deprimi posse. 
quicunque valor numero » tribuatur, casu quidem primo ostendit illustrissimus 
Lejeune-Dirichlet Diar. COrell. Vol. XVl. pag. 55. casu autem secundo ei 
innilitur fundamento. quod integralium quodeunque est aggregatum ex infinite 
multis integralibus ita constitutis, ut aggregalum et ipsum quantumvis minuatur 
Alterius speciei integralia ita sunt comparala. ut adeito Iheoremate I. qui sit 
valor. ad quem quodque in infinitum erescente numero 2 quam proxime accedat. 
mox appareat. Unde gignitur, ultra ullum modum crescente numero n, valor 
integralis (2.) 3(py(r—e)+-pixec+e)) (ubi signo & quantilatem infinite parvam 
denotamus), qni est summa seriei \1.) in infinitum prolraclae aequalis: atque 


patet. sub conditionibus supra dielis seriem nostram esse convergentem pro 


quovis valore quantitalis x inter — el —: posito. exceptis valoribus e,. 
©» 2... €.  Neque vero negandum singulis quibusdam casıbus fieri posse. u 
series (1.) eliam pro quibusdam horum valorum certam naneiscatur sienilica- 


tionem; quorum casuum invesligalione hoc loco supersedemus. 
Jam restat. ut de casu terlio agamus. quo funetio gr. in intervallo 
a — usque ad + extenso est continua. finitum tanlum numerum solutionum 


eontinuitatis sed infinitum numerum habe! valorum minimorum et maximorum 


Nulla sane in seriptis illustrissimi Lejeune- Dirichlet inveniunlur adjumenta. 


39 * 
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quibus ad quaesliones has enodandas via palefiat, nisi haec verba ad omnes 
ires casus relerenda, quae leguntur in commentationum allatarum prima *®: 
„La restriction que je viens de preeiser, et celle de ne pas devenir infinie. 
sont les seules auxquelles la fonetion gr) soit sujette et tous les cas qu'elles 
n excluent pas peuvent elre ramenes a ceux que nous avons consideres dans 
ce qui precede”. Qua in re teneas restrictionem hie commemoratam esse eam, 
quae ad casum alterum nostrum perlineat, neque casum primum (ubi functioni 
y.x, valores infinite magni compeltant) anlea venisse in disquisitionem quam 
commenlalione illa. quae inseripla est: „Sur les series dont le lerme general 
depend de deux angles ete.” Itaque in casum terlium summa qua possumus 
diligentia inquiramus. 

Diserimen sane magnum est inter casus priores et casum lerlium. quum 
casibus illis funetio g x, adstringalur conditionibus, quibus fit. ut integralia 
definita, quibus coeffieientes seriei (1.) exprimuntur, cerlam teneant significatio- 
nem. hoc vero casu condiliones eas expletas esse res ipsa indicet. Si enim 


di» ds»... a, sunt valores variabilis x, quibus funetionis gr) continuitas 


. N ; I 
deletur. integralium / yia,cosne da el / gie, sinnede quodque est 
7 


! 


aequale aggregalo ex integralibus formae ejusdem, quae limitibus —r et a, 


a et @.... ca, et rn ineluduntur, nee dubitari polest. quin singula singulorum 


‚oregatorum integralia ideoque aggregala omnia cerlam habeant signilicationem. 


a0g 
Nam integralis definiti notio innilitur continuilali functionis per intervallum in- 
egralionis servalae, neque tollitur. si infinitus numerus valorum maximorum 
et minimorum in intervallo inteerationis finito invenitur. Duobus vero modis 
omnino diversis aceidere potest, ul per finitum variabilis intervallum infinitus 
sit numerus valorum maximorum et minimorum funetioni competenlium. 
Intervallum enim si limilibus @ et 5b ineluditur, aut interjicere potes inter 
a et b quantitates r—d et r+0d eum in finem, ut valorum maximorum el 
ninimorum funetioni sp \.@) eompetentium numerus sit finitus inter a et r— 0, 
initus inter rd et b, inlinitus vero inter quantitates r— | et r-+0d, quantitate 
vositiva finita sed quantumvis deprimenda 20 inter se distantes: aut res ila 
se habet. ut quaeeunque quantitates r et s in intervallo a z=a usque ad .r b 
exienso ponantur finita quantitäte inter se distantes, finitus valorum maximorum 


et minimorum numerus inter r et s numquam inveniri possit; aut intervallum 


Diar. Crell. Vol. IV. pag. 169. 
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datum continet finitum numerum spatiorum finitorum, in quorum quoque aul 
hoc aut illud eveniat. Brevitatis causa rem ita enuntiemus, ut diecamus, primo 
casu functionem habere oscillationem pro valore z—=r, altero autem functionem 
habere oscillationem per intervallum a x = a usque ad x = b extensum, terlio 
denique. functionem habere osecillationes et pro singulis valoribus et per spatia 
quaedam Iinita variabilis x. Atque oscillationum prorsus diversa esse genera 
bina perspieimus. 

Alque omnibus rebus,. quae ad judiecium de convergenlia seriei (1.) 
[ferendum spectare viderentur perpensis, adminieulo opus esse apparebat. quod 
in his disquisitionibus locum theorematis I. teneret, majorem vero amplecteretur 
seneralitatem. Itaque, quod proponimus, est hocce 

Theorema IH. Quantitatibus g et % explentibus condiliones signis 


ee 5 denotatas sit funetionis f(/?) indoles ea, ut per intervallum 


a =g usque ad # = h extensum valorem teneat inter valores conslanlis 

alicujus tum positive quum negative acceptae positum, ut differentia f\g+-I)—f q 

Jdecrescente quantitate posiliva Öd quantumvis exigua evadat,. ul differentia 

[?+9)—-f{P) pro g<P<-h decrescente quanlitate positiva d valorem as- 

sequatur absolute minorem potestale quadam positiva quantitatis Öd in aliam 
sın kö 


: 
constantem ducta: tum integrale / f(P) ——5 di? quantitate positiva % omnem 


sin / 
modum excedente certo cuidam valori appropinquat. Qui valor, si quanlilas g 


est positiva. cifrae aequalis, si quantitas g est cifrae aequalis. — 5 0) prodit. 


Cujus propositionis haee adornari potest 

Demonstratio. Faecillime e commentationibus illustrissimi Lejeune - 
Dirichlet supra commemoratis perspieitur, propositionem nostram veram esse 
(olam. dummodo valeat pars ea, quae ad hypothesin y - OÖ referat. et valeal 
quidem funetione fi, per intervallum a a =0 usque ad 9 = h extensum 
semper manente posiliva. (Qua de re id solum ostendemus, si funelio f\) a 
»=0 usque ad 7 = h conditionibus O<f(P) <A suflieiat, si diflerentia 
f$)—f0, deerescente quantitate positiva Ö et ipsa infinite deerescat,. si dil- 
lerentia f +0) —-f 5 pro 0 9<—_h decresente quanlitale positiva d valorem 


nanciscatur absolute minorem valore expressionis BJ*, ubi signis A, B, a. 


quantitates quaedam posilivae notantur. tum integralis 


h sınk 3 
(9 fiP sn (3 








302 Lipschitz, funeliones irregulares per series trigonomeltricas explicatae. 


proprielalem esse eam, ul in infinitum erescente quanlitate posiliva 4 in valorem 
= 0) convergat. Utemur aultem significationibus. quibus in commentatione. 
juae invenilur in repertorio a cl. Moser et Dove edito, illustrissimus Lejeune- 
Dirichlet usus est, alque formulas quasdam inde depromemus. Quo loco quum 
quanlitas 4 numero impari 2»-+-1 aequalis ponatur (neque enim theorematis Il. 
quidquam interest, et ad posteriorem usum sufheit, restrictionem hane adhibere) 
simplieissima via reperilur valor integralis 


7 


=“ sınkd n 
.) SS TFB= 
sin ' 2 


0 


Tum si maximum quantilalis r multiplum. quod quantitate A conlinelur, vocatur 
r7T 
zZ 
. et h inelusa,. alque integrale (4.) in integralium ejusmodi limitibus in- 
elusorum certum numerum, ut eveniat 


integrale $ discerpitur in (r-+1) integralia limitibus O et 71% ei . 
2 er y y v 


(9.) Ss = R, = R> 7 .++(—1)/R,_ı, 
vTri 
» e k : sınk$ 
EN A f RT, 
2 \ r , fii J sın > 
(3 I) ra 
a 
® st 
‘ 5 = TR r9G—-GE", 
ud 
v7i 
“L 5 : 
5 2 sın kß 
ef 
. f sind ' 
(v—1l)n 
m 


Dein quanlitas posiliva 0, limitibus ineluditur hisce 


204 | 2 i 
9. a a 
k . vn che k , 9 —1)n ’ 
sın — sın - -. a. 
k k 


ei si 2m numerum aliquem parem sub quantitate r positum significat, fi 


R N 

2 nal 91 0: au u ji Oom— Dr Ogm . 
40) 4 

| = 


u 0, ” 97T Tom Z Om Odm+19 


unde pro quantilate go, sequitur 


10”. G 


.. 2 k r 7I 
sın 
k 
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Disquisitionum nostrarum etiam interest animum adverlere ad aggregalum ex 


partibus positivis conflatum 


I 


0,117 0,127 +0,35 


. i FE . . 
ubi v —1. vr = r, atque reperire quanlitatem, qua aggregali valor continealur. 
A 


Quum in expressione (S.) quantitatis o, factor sink per integralionis inler- 


vallum signum non mutet neque unilatis valorem umquam excedat. habes 





v7 
Hi  ; r oe 
0, < PT} ideoque, quae hie desiderabalur, determinationem 
. Ü sın 
(‚—I)n 
h 
vn 
ir “08 v'sı vr 
11.) tat "+0, </ logtg —— — logie 
rn. Te "> . sin ß 0 TE N 
vi 
k 
Jam ponamus 
Ss "n R, = R, Be r R,,, 1 Rn; 
192 | | 
LER, . Ä r 
Ss" u R,,, E R,. 22 u (— |) R, 
hal 


13.) S=S'-+8", 
et videamus, quomodo se habeant aggregata S’ et S” ultra ullum modum 
erescente numero 4. (Quem ad finem in formam - aha est redigenda 
expressio Rt, ,,— R,... quam, si E<Im, aggregati S’, —_. m, aggregali S’ 
partem esse apparet. Introducta in expressionem AR, nova variabili quanlitate 


y hp fi 


a u ie sıny 2 f /(v | 7 Y siny ) dy 
4) Be LI EI (er i 
sın 








vw—i)a sin — 0 In ; J 
ıtaque 
(ner) Ke+ya+r, 
n ö h 2 sinydy 
(15.) Ruun-Bun = — En - 
i tr wi . (zit 1 I)r 1 FE hi 
8. sın ——— sın = Pr 
[) {y 
vel potius 
Ru. —R:,.: 
k / k F A ln > r (21 1 7T- F k 
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[) 
E / se Hy\ p(& Hi)nt 7) j 1 sınydy 
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Quorum duorum integralium quoniam factores 


| — | 
- —— et sıny e 4 ; 
y I, ä N “) 2tn - vv. 2i--Nn 


h = k KE z h 

per eursum integrationis positivi manent, integralis prioris valorem. dum loco 
p; 2, N 
ein 3 I) - 


> 

| u wur 

iactoris || ——— Fi — Er -,; quantitatem aut majorem aut minorem. 
\ F \ r 4 


r 

ah pf 2a y\ ‚2t-A)an+7y\ 

alque alterius integralis valorem. dum loco factoris fl — — I — er 

quantitatem aut majorem aut minorem ponas, aestimare poteris. Propositun 
vero alio modo. si £< m, alio modo. si # m est. consequi oportet. 

Priore enim casu sub signis integrationis formula 16.) adhibitis in- 

veniuntur valores functionis f(,7, tantum ii. qui valoribus 5 inter 9=0 et 


amn u > 
’ = 7, positis competunt. Quorum valorum secundum hvpothesin positivorum 


et quantitate A superatorum si absolute maximum f(O)+4, absolute minimum 
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Altero autem casu. ubi fm assumitur. sub sienis interrationis for- 


mula 16. usitalis inveniuntur valores functionis f >) lantum ii. qui valoribus 


_. amzn 2 i 
> ınler 9 et >= 4 posilis respondent. (Qua in re monemus summam 


fl ——‘ ı fi - 4 : esse positivam ei quantitate A minorem. In 
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. [AR Y\ /(zt+1)n ’ 
aestimanda vero differentia 3 f\ — —-) ı fl n ubi y valores a 
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0 usque ad y =. omnes pereurrit. numerum k tam magnum fingere licel. 

ut iis. quae de differentia f[ +0) — fd) posita sint, uti queamus. (Quia enim 
valor absolutus differentiae f 9- ) fd). si O >=. h, deerescente quan- 
2tan-+y —_ 2mn 
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titate posiliva Ö infra quantitatem B0* deprimitur et nostro casu —— er 





Lipschitz, functiones irregulares per series trigonometricas explicatae. 305 





OR 2 (A4Nna- m\ 
\ re i est. differentiam TG zt 7 )-ır( Er o- Ä rt) limitibus + ıB(7 ) 


inclusam esse apparet. Atque lite a. hasce 


er u\“ 
\ Em; R;..1— Rare <A (O1 — 0 .)T ıB(-) Yr+1T Q27+2)» 
48.) | 


ri \@ | 
R;,; Run >— 4b (=) (Out Ox42)- 


Formulae nostrae (17.) et (18.) idoneae sunt. ut limitibus eireumdentur ag- 


sregalorum S’ et S” partes omnes, si r numero pari 2gq aequalis est. excepta 


quantitate R,,,. si r numero impari 2q+1 aequalis est, excepta expressione 


R,—R,.,: Quum autem ex I quae posita sunt, sequatur R, 0, R,., 


R,<Ao,, R,.ı<_ A0,.1>» 0,,1ı< 0, dubium esse non potest, quin quanlitas 
R,... sir=?2g, quanlitas R. —R,,,, sir=2g+1, iisdem limitibus + Ao,, 


contineatur. Itaque hune in modum aestimare licet aggregata Set 5” 
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Tum ex formulis (9.),. (10.). (10°.), (11.) derivantur sequentes 




















st 2 1 1 BE; 
IT —n AH-att ten nn << D% 
sin 
k 
2 1 3 1 

2m+1 O2m+2 + T_%-ı70% = k . mn Ps k ” 2g—i)n 
sın - _—— 
20.) | k k 

Be SE 1 mr ı 
0140244 O2m-ıt Om TH Fe —logig 3° 
sin — 
k 
M7T 





Om zit +02, <log 7 log —- 


quibus in (19.) substitutis prodeunt novae 
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Quibus relationibus ut concludatur propositionem nostram esse veram, numerum 
m cerlum quendam retinere valorem. dum numerus k continuo creseit, poni- 
mus. Quum autem per hypothesin differentia f(O)—f(0) decrescente d quam- 
vis exigua fiat. quum f(O)-+% absolute maximus, f(O)—u absolute minimus 


ER EN i | mn 
sit valor functionis f(?) variabili 5 spatium a = 0 usque ad /?- == je 


mn ’ . } 
eurrente,. el quum quanlılas . continuo decrescat, quantitates A et «u facere 


non possunt, quin et ipsae infinite decrescant. Tum ex notis analyseos prin- 


eiplis sequitur 
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ubi sienis w, 0’, ©”, ww” significantur quantitates, in infinitum cerescente numero 
k, ad eifram quam proxime accedentes. Quibus de causis relationes (21.) in 
hanc redigere licet formam 
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functio denique z log 7), quamvis augeatur factor log(- 4, et ipsa de- 
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creseit pro omni valore a posilivo. Atque hac in re sunt nervi demonstrationis 
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appropinquent, nuncupantur 7, 7, 7", 7", consequimur formulas 





vr N» Bi v A ! 

s <Zr0)+4n, S> RN 
er. \ „On i 5/0 mn 1 
(24.) \ 

vr A f 1 is ZI 


MT7T 
A _. 
Unde apparet. dummodo numerus m ita assumatur, ut quantitas „ minor fiat 
exigua quadam quantitate ad libitum data, id quod semper fieri posse res ipsa 
indical, aggregatum S’ includi limitibus, quae quam minimum velis a valore 
5f(0) differant, aggregatum S” autem includi limitibus, quae quam minimum 
velis a valore cifrae distent. Quum igitur continuo erescente numero A ag- 


gregatum S’ ad quantilatem 5 — f(0). aggregatum S” ad eifram quam proxime 


accedat, dubitari non potest. ber aggregatum S — S’+S” convergat in valorem 


>/(0). 0. E. 1 

Accurata demonstratione munito theoremate Il. aditus patet ad indolem 
seriei (1.) casu nostro tertio melius cognoscendam. Est enim convergens el 
valori 4(p(z—e)+g(a@+e)), denotante e quantitatem infinite parvam, quicunque 
valor inter —rı et +7 situs quantitati « conferatur, aequalis semper. si functio 
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y(x) pro singulis tantum variabilis valoribus praebet oscillationes, et semper 
una tanlum hypothesi excepta, si funelio g(x) per finitas intervalli partes 
habet oscillationes. (Quae hypothesis est ea, ut per finitam quandam intervalli 
partem differentia (= +0) —g(x),. quam decerescente quantitate Öd et ipsam 
ad eifram quam proxime accedere ex continuitate functionis Y(x) per eam 
intervalli parlem servanda sequitur (et pro continuitatis definitione habendun 
est ®,), ita tamen minualur, ut pro omnibus variabilis valoribus spatio illo con- 
fentis nulla quantitatis Ö fingi possit potestas posiliva, quam non superet. Alt- 
jue hoc evenire apparet, si dilferentia g(z-+0d)—gy(x) tali modo vel etiam 
lenlius. quam funetio . deereseit **). Neque vero demonstrationis vis 
3 
deletur. si in spatiis, per quae funelio g(x) oscillationem habet, pro singulis 


log - 


rariabilis x valoribus aceidit,. ut differentia ge +0d)—y(x) modo dieto se 
habeat. 

Iivpothesi illa excepta semper fieri polest. ut intervallum functionis 
yir) a —a usque ad -—- x extensum in finitum numerum spatiorum dirimatur, 
uorum limites invenies. dum secundum magnitudinem ordinaveris valores 
variabilis x eos. 1 quibus in funetione (x) continuitas deleatur. 2° quibus 
in funelione g(x) valores maximi et minimi, ul ila dieam, singuli compelant. 
3 quibus singulis funclio gY(x) praebeat oscillationes. #° qui sint limites 
spatiorum finitorum. per quae funetio p\.w) habeat oscillationes. 5° denique 
quibus singulis. dum in ejusmodi spatiis jacent, differentia y(e+d)—y\d 
deerescente quantitate Ö' lentius minuatur ulla quantitatis Ö poteslate posiliva. 
Tum integrationis intervallo in integrali (2.) eundem in modum distributo in- 
teorale 2.) aggregalo integralium formam eandem habentium aequale fieri. el 
erescente numero # eorum inlegralium quodque ad certum quendam valorem 
appropinquare elucet, qui vel theoremate I. » el theoremate II. facile designetur. 
unde, quae proposuimus, sequunlur. 

(uae autem seriei (1.). posita illa hypothesi, sit indoles, speramus fore. 
ıt alio loco et tempore quaerere nobis liceat. 


Scripsi Bonnae die X. M. Aprilis A. MDCECCLAIV. 


Diar. Crell. Vol. IV, pag. 159. 
“*) Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse des 
(Wuadrats der Entiernung wirkenden Anzıiehungs- und Abstossungskräfte. Art. 16. 


auct. Gauss. 
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Elementarer Beweis des Pohlkeschen Fundamental- 


satzes der Axonometrie. 
(Von Herrn H. Schwarz.) 


Pror Pohlke hat um das Jahr 1853 den Satz aufgestellt und bewie- 
sen, dass drei in einer Ebene unter verschredenen Winkeln von einem Punkte 
ausgehende Strecken von beliebiger Länge stets als eine (schiefe) Parallel- 
projection von drei auf einander senkrechten Strecken von gleicher Länge 
angesehen werden können. 

Da dieser Satz irrthümlicherweise Steiner zugeschrieben worden ist. so 
benutzt der Verfasser die sich hier darbietende Gelegenheit. um durch An- 
führung der Thatsachen das Eigenthumsrecht seines verehrten Lehrers ausser 
Zweifel zu stellen. 

Prof. Pohlke theilte den in Rede stehenden Satz sowie dessen Beweis 
dem verstorbenen Steiner mit. Auf einer Reise in der Schweiz im Jahre 
IS56 erwähnte der Letztere den Pohlkeschen Satz bei einer Unterredung mil 
Herrn von Deschwanden, dem damaligen Director des Züricher Polytechnikums. 
Herr von Deschwanden machte gegen den Salz einen Einwurf, durch welchen 
Steiner über dessen Richtigkeit zweifelhaft wurde. 

Diesen Vorgang beschreibt Steiner selbst in einem unter dem 30. Juli 
1558 von Kirchberg aus an Professor Pohlke gerichteten Brief und zwar fol- 
sendermassen: 

Als ich 1556 in Zürich dem Director des Polytechnikums, Herrn 
von Deschwanden (aus Unterwalden), von Herrn Pohlke sprach und her- 
vorhob, derselbe habe gefunden, „dass irgend vier Punkte in einer Ebene 
immer als parallele Projection eines rechtwinkligen Dreibeines anzusehen 
seien“, wendele der Director sofort ein: „aber wie! wenn die gegebenen 
vier Punkte in einer Geraden liegen?“ Potz blitz! was war ich da ver- 
dutzt und wusste nichts zu stammeln, als für diesen Fall müsse man sich 
das Dreibein ® klein oder » entfernt denken, — was aber beides nich! 
senügl; ergo Ihr Beweis wahrscheinlich falsch. Daher mag die Aufgabe 
ins Journal kommen, vorsetzend: Nous esperons que Mr. Pohlke donne la 


demonstration, wie einst Gergonne mich provocirte. *) 


*) Vergl. über diese Unterredung auch: Vierteljahrsschrift der Naturtorschen- 
den Gesellschaft in Zürich. 6ter Jahrgang, 1861. 8. 276. 
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Der Einwand wurde von Prof. Pohlke als nicht zutreffend entkräftet: 
als derselbe gemacht wurde, mochte man wohl nur die orthographische Pro- 
jeclion im Sinne gehabt haben, daraus erklärt sich der scheinbare Widerspruch. 
Man thut jedoch vielleicht besser, den obigen Grenzfall von der Betrachtung 
auszuschliessen. 

Prof. Pohlke hat den bewussten Satz mit Zuhülfenahme einer Schaar 
von einfachen Hyperboloiden bewiesen, welche die Projectionsebene in con- 
focalen Hyperbein schneiden und später aus diesem Beweise eine ziemlich 
einfache Construction der Stücke abgeleitet: er sagt in der ersten Abtheilung 
seiner „Darstellenden Geometrie“ *) S. 113: „Der Beweis dieses Satzes scheint 
nicht elementar geführt werden zu können. wir behalten ihn der zweiten Ab- 
theilune vor.” 

Herr von Deschwanden widmet in einem Aufsatze über die „Anwen- 
dung schiefer Parallelprojeetionen zu axonometrischen Zeichnungen“ aus dem 
Jahre 1561 **) dem Salze einige ausführlichere Betrachtungen, welche jedoch 
den Gegenstand nicht erschöpfen und für den allgemeinen Fall auch nur zu 
einer Näherungsceonstruction führen. 

Dem Aufsatze des Herrn vor Deschwanden folgte ein Aufsatz von Herrn 
Kinkelin: „Die schiefe axonometrische Projection* ***), welcher im Wesentlichen 
denselben Gegensland rein analytisch behandelt. (In demselben ist, beiläufig 
bemerkt, bei der Interpretation einiger Gleichungen die Richtung der Projec- 
tionsstrahlen mit der Richtung der Normalen auf die Projectionsebene ver- 
wechselt worden.) 

Ein mit den Hülfsmitteln der darstellenden Geometrie eeführter, ele- 
mentarer und einfacher Beweis des Pohlkeschen und eines noch etwas allge- 
meineren Salzes, der offenbar in die Elemente der darstellenden Geometrie 
gehört, war bis jetzt nicht bekannt; ein solcher soll hier gegeben werden. 

Wir werden den Satz beweisen: 

Hat man im Raume und in einer Ebene je drei von einem Punkte aus- 
gehende Strecken, von denen die ersten drei nicht in einer Ebene, die zwei- 
ten drei nicht in einer Geraden liegen, so kann man jedesmal das Gebilde im 
Raume auf eine Ebene parallel so projieiren, dass die Projection dem zwei- 


ten (rebilde ähnlich wird. 


*), Berlin, Gärtner, 1860. 
Vierteljahrsschrift d. Naturf. Gesellsch. in Zürich. 6ter Jahrg. S. 254 — 234. 
“*#) Ebendaselbst S. 358 — 36T. 
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Es wird gezeigt werden, dass beide Gebilde ähnliche orthographische 
Projectionen haben müssen; ist dieses erhärtet, so braucht man bloss die ab- 
solute Grösse des zweiten Gebildes in dem Maasse zu verändern. dass die 
orthographischen Projectionen beider congruent werden; bringt man diese dann 
zur Deckung, so ist, weil die Projectionsstrahlen zusammenfallen. ein dem 
„weiten ähnliches Gebilde eine Parallelprojection des. ersten. womit die Rich- 
tiokeit des ausgesprochenen Satzes dargethan ist. 

Wir werden im Folgenden von zwei Hülfssätzen Gebrauch machen: 

I. Jedes Dreieck lässt sich orthographisch so projieiren, dass seine 
Projection einem gegebenen Dreiecke ähnlich wird. 

Gegeben Dreieck ABC und Dreieck ZMN. *) Man construire ein Dreieck 
A'BC ähnlich Dreieck MN und lege durch A und A’ einen Kreis. dessen 
Mittelpunkt auf BC liegt: dieser schneide BC in D und E:; so entsprechen 
sich bei der Projeetion die einzelnen Winkel der rechtwinkligen Dreiecke DAE 
und DA’E. Es sei AED der spitze Winkel. der grösser ist als sein en!- 
sprechender AED, so ergiebt AE die Richtung der Affinitätsaxe, welcher die 
gesuchte Projectionsebene parallel ist. und die Gleichung 
tg A’ED _ A'D.AE | 
ts AED AFE.AD 
die Grösse des Neigungswinkels dieser Projectionsebene gegen die Ebene des 
Dreiecks ABC. 

Ist AA’ senkrecht gegen BC, so wird die Construction noch einfacher. 

Es giebt zwei gegen die Ebene des Dreiecks symmetrische Lagen der 





cCOoSsO — 


Projectionsebene. 

Der Beweis der Richtigkeit der angegebenen Construction ist leicht 
zu führen. **) 

2. Damit von zwei vierpunktigen ebenen Gebilden das eine ähnlich 
sei einer Parallelprojection des andern, ist nothwendig und hinreichend , dass 
die algebraischen Verhältnisse der Inhalte dreier entsprechenden Dreiecke in 
beiden Gebilden dieselben sind. 

Der Beweis kann etwa folgendermassen geführt werden. Man ver- 
ändere die absolute Grösse des einen Gebildes so, dass man beide Gebilde mit 


zwei entsprechenden Punkten zur Deckung bringen kann. so fallen dabei auch 


*) Die Figuren wolle sich der geneigte -Leser selbst entwerfen. 
**) Vergl. Gugler, Lehrbuch der descriptiven Geometrie. $.145. 2te Aufl. Stutt- 
gart, Metzler, 1857. 
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zwei sich entsprechende. auf der Verbindungslinie liegende Diagonalpunkte 
beider Vierecke zusammen, woraus das Behauptete erhellt. 

Für den besonderen Fall. dass ein Dreieck seinem entsprechenden in 
der Weise ähnlich ist. dass entsprechende Punkte Scheitel gleicher Winkel 
sind. sind beide Gebilde einander ähnlich. 

Hieraus ergiebt sich, da man zufolge des ersten Hülfssatzes jedes 
Dreieck orthographisch so projieiren kann, dass es einem gegebenen ähnlich 
wird. dass die für den zweiten Hülfssatz aufgestellte Bedingung auch noch 
dafür hinreichend ist, dass das eine Gebilde eine orthographische Projection 
habe, welche ähnlich ist dem andern. 

Die drei Strecken im Raume seien nun OL, OM, ON und mögen als 
die Grundstrecken eines (schiefwinkligen) räumlichen Coordmatensystems ange- 
sehen werden. Die drei beliebig in einer Ebene angenommenen Strecken seien 
0'A, OB, 0'C; es soll bewiesen werden, dass sich im Allgemeinen das Ge- 
bilde O’ ABO bis auf die absolute Grösse als eine Parallelprojection des räum- 
lichen Gebildes OLMN ansehen lässt. 

Wenn dieser Satz richtig ist, so erhält man für einen beliebig im Raume 
velegenen Punkt 7, dessen parallel OL, OM, ON genommene und nach die- 
sen Strecken als Einheiten gemessene Coordinaten 

OU UV VP 
OL’ OM’ ON 








gegeben sind, die Projection desselben in der Ebene, indem man die einzel- 
nen Strecken OU, UV, VP des Polygons OUVP projieirt. Die Projectionen 
OU’, UV’, V’P’ sind beziehlich parallel den Strecken 0'’A, O'B, 0'C und 
haben zu ihnen dasselbe Verhältniss, wie OU, UV, VP zu OL, OM, ON. 

Liegt nun P in dem durch O gezogenen Projectionsstrahl, so fällt in 
der Projection P’ mit 0’ zusammen, und die Projectionen von OU, UV, VP 
bilden ein Dreieck mit der Ecke 0’, dessen Seiten beziehlich parallel 0'A, 
O'B, 0'C sind. 

Zeichnet man umgekehrt ein Dreieck O'FG, dessen Seiten O'F, FG, G0' 
beziehlich parallel sind O’A, O'B, 0'C, so sind nothwendig, wenn der obige 
Satz richtig ist, 

OF FG 60 
0'A’ O'B’ 0C 








die Coordinaten eines Punktes des durch den Coordinatenanfang gezogenen 
Projectionsstrahls, bezogen auf die Grundstrecken OL, OM, ON. 
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Bezeichnet man die Winkel BO’'C, CO’A, AO'B beziehlich mit «, , y. 


so Ist 
OF: FG: G@0' = sine ;sin 9 : siny 


und 
OF, FG, 60 sin« sınd  siny 


0A:0B:OC DA OB! 00 





— ABO'C:AC0'A:AAO'B. 


Ist also V ABC ähnlich einer Parallelprojection von OLMN, so kann die Rieh- 
tung der Projectionsstrahlen keine andere sein als die eben bestimmte. 

Nun kann man die Grundstrecken des räumlichen Coordinatensystems 
orthographisch auf eine Ebene projieiren, welche auf der so bestimmten Rich- 
tung senkrecht steht. 

Es sei die Projection O"A’B’C', so sind nach dem eben bewiesenen Salze 
die Verhältnisse 


sin«' sın?' siny’ 


are at ae 
DI: OB: oro 7 ABOTC : AC0"A':AAO"B 
dieselben. wie die aus dem Gebilde D’ABC hergeleiteten; also ist die Bedin- 
eung des zweiten Hülfssalzes erfüllt. 

Beide vierpunkligen Gebilde, das räumliche und das ebene, haben dem- 
nach ähnliche orthographische Projectionen und es ist daher, wie schon oben 
unter dieser Vorausselzung gezeigt, das ebene Gebilde ähnlich einer Parallel- 
projection des räumlichen. 

Nach dem Gesagten bietet nun die Construction der Bestimmungsstücke 
in jedem einzelnen Falle keine Schwierigkeit dar. 

Es giebt nur zwei Lagen der Projeclionsebene gegen das räumliche 
System. welche gegen den Projeclionsstrahl symmetrisch liegen. 

Umgekehrt giebt es für die Projectionsebene zwei Richtungen. welche 
gegen die Normale symmetrisch liegen und auf der Affinitätsaxe senkrecht 
stehen. von welchen aus gesehen, das Gebilde als orthographische Projection 
erscheint. ein Umstand. welcher für Anwendungen wichtig ist. 

Dagegen giebt es vier verschiedene Lagen des räumlichen Gebildes 
gegen die Projectionsebene, wenn man ein dem gegebenen symmeltrisches Ge- 
bilde als ein von demselben nicht verschiedenes Gebilde auffasst: im andern 
Falle giebt es nur zwei. 

Der angegebene Beweis hört auf gültig zu sein. wenn einer der aus- 
geschlossenen Grenzfälle eintritt, weil dann die Voraussetzungen desselben 


nicht mehr zutreffen; dahin gehört z. B. auch der Fall, dass in der Ebene 
Journal für Mathematik Bd. LXIIL. Heft 4. 41 
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mehr als eine Strecke die Länge Null hat. Man kann sich jedoch diesen 
(rrenzfällen beliebig nähern. 

Durch den vorstehend bewiesenen Pohlke'schen Satz erhält die Axono- 
metrie in sich den wünschenswerthen und nothwendigen Abschluss und ihre 
Anwendung zugleich diejenige Leichtigkeit. deren sie überhaupt fähig ist. 

Zum Schlusse sei es gestattet. noch einen von Prof. Pohlke aufgestellten 
Satz anzuführen, der sich an dessen Beweis des obigen Satzes unmittelbar an- 
schliesst. wenn man die Brennpunkte jener Schaar confocaler Hyperbeln ins Auge 
fasst. und zu dem man auch leicht auf elementarem Wege gelangen kann. 

Irgend zwei zugeordnete Durchmesser und die kleine Axe einer Ellipse 
sind der Richtung nach die orthographischen Projectionen dreier rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen: die Verhältnisse der halben Durchmesser und der 
E.xcentrieität zur halben grossen Axe sind die entsprechenden Verkürzungs- 


rerhältnisse. 


Erst nach Beendigung des obigen Aufsatzes bin ich darauf aufmerksam 
gemacht worden, dass Steiner im Jahre 1858 im 55°" Bande p. 377 dieses 
Journals (vermischte Sätze und Aufgaben IV. 2) folgende den Pohlkeschen 
Satz betrelfende Aufgabe veröffentlicht hat: 

Werden die Ecken A, bB, C, D einer gleichseitigen, an der Spitze 
rechtwinkligen, dreiseitigen Pyramide nach irgend einer Richtung auf eine be- 
liebige Ebene projieirt, so ist die Frage, welche Relation zwischen den gegen- 
seitigen Abständen der Projectionen A,. B,. C,. D, stattfinde? 

Steiner verwirklichte also gleichzeitig mit dem an Prof. Pohlke ge- 
richteten Brief (S. oben p. 309) die darin geäusserte Absicht, eine Aufgabe 
dieser Art in das Journal zu bringen. und die Fassung derselben bestätigt 
vollkommen die meinen Aufsatz einleitenden thatsächlichen Anführungen. 


Berlin. im December 18693. 
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Sur la surface du quatrieme ordre qui a la propriete 
d’etre coupee suivant deux coniques par chacun de 
ses plans tangents. 

(Par M. L. Cremona & Bologne.) 


l. Dans les Monatsberichte de l’Academie royale des sciences de 
Berlin (juillet et novembre 1863) on lit des communications tres- interessantes. 
[aites par MM. Kummer, Weierstrass et Schröter, au sujet de la surface du 
quatrieme ordre qui jouit de la propriete d’etre coupee suivant deux coniques 
(eourbes du second degre) par chacun de ses plans tangents: surface, dont la 
premiere decouverte est due a lillustre Steiner. 

Dans ce memoire, je me suis propose d’etudier cette remarquable sur- 
face. J’aurai occasion de demontrer, par les moyens de la geometrie pure. 
non-seulement les theoremes deja connus, mais d’autres encore. nouveaux el 
peut-etre dignes d’attention. 

2. Je considere, dans un plan donne E, une courbe du troisieme ordre 
(eubique fondamentale), sa Hessienne, qui est une autre courbe du meme ordre. 
et le systeme des coniques polaires des points du plan, par rapport a la 
premiere courbe, lesquelles forment un reseau geomelrique du second ordre. 
Je considere, en oulre, les poloconiques pures et mixtes des droites du plan *), 

Toute droite R a quatre pöles, qui forment la base du faisceau des 
coniques polaires des points de AR: le triangle conjugue a ces coniques est 
inscrit dans la Hessienne, et ses sommets r sont conjugues (par rapport ä 
toutes les coniques du reseau) aux points ot R rencontre la meme courbe. 
De plus, la Hessienne est tangente, aux points r, a la poloconique pure de 
R, et est coupee, en ces m&@mes points. par la poloconique mixte de A et 
dune autre droite arbitraire. 

3. Soit J® une surface du second degre; o un point fixe de cette 
surface; T la droite intersection du plan E par le plan tangent a J en o. 
Designons par £ les points de contact de la Hessienne avec la poloconique 


pure de T. 


*) Voir mon Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane, sez*. III’ 
(Bologna 1862). 


41 * 
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4. Considerons, dans le plan E, une conique polaire S; trois droites 
menees du point o aux sommets d’un triangle conjugue a cette conique. percen! 
la surface J'” en trois points, dont le plan passe constamment par un point 
fixe s, quel que ce soit le triangle conjugue *). Ce point s, quon peut re- 
garder comme correspondant a la conique S, est evidemment situe sur la 
droite qui joint o au pöle de T, par rapport a S. 

9.  Supposons maintenant que la conique S soit variable autour des 
sommels dun quadrangle fixe (pöles d’une droite fixe R). Les points dia- 
gonaux r de ce quadrangle forment un triangle conjugue A toutes les positions 
de S: done le point correspondant s se maintiendra dans le plan P des trois 
points. ou la surface J'” est rencontree par les droites or. Les pöles de la 
droite T, par rapport aux coniques S du faisceau, sont situes dans une aulre 
eonique A, passant par les points r; done le lieu du point s est la conique 
H. interseclion du plan P par le cöne oK **). 

6. La courbe K est la poloconique mixte des droites R, T, elle passe 
done par les points # (2.). Il s’ensuit que, si l’on fait varier (dans le resean) 
le faisceau des coniques polaires S, c’est-ä-dire que si l'on fait varier la 
droite AR, la conique A passera toujours par les trois points fixes £: et par 
eonsequent, les coniques AH, lieux des points s correspondanis A toutes les 
coniques du reseau, reneonlreront les trois droites fixes of -r-). 

“. Tout plan P contient deux coniques H. En effet. le plan P coupe 
la surlace J"’ suivant une conique, et le cöne determine par celle-ci. avec 
Ice sommet o, rencontrera la Hessienne, non-seulement aux points r, mais 
encore en frois points nouveaux r', par lesquels (et par les points ?) passe 
la poloconique mixte A’ de T et d’une autre droite R', coupant la Hessienne 
dans les pöles eonjugues aux points r’ (2.). Le cöne oA’ Iracera sur le plan 
P une conique H’, passant par les points ou la premiere conique H s’appuie 
aux droites of. La quatrieme intersection des coniques H, H’ sera le poin! 
$ qui correspond \4.) a la conique S, polaire du point RR’ 7). 

Ss. Si la droite R coineide avee T, K deviendra la poloconique pure 
de T. Le plan de la conique H coupe la surface J"’ suivant une conique 


Chasles, Memoire sur deux principes generauxc de la science: la dualite el 
!homographie (Me&moires couronnds par l’Academie royale de Bruxelles, t. XI, 1837: 
pao, «VE — ıU)S). 

**, Weierstrass (Monatsb. p. 337); Schröter (ibid. p. 524). 
7) Schröter (ibid. p. 933). 
jr) Weierstrass (ibid. p. 338); Schröter (ibid. p. 534). 





Cremona, sur la surface de Steiner du 4“”® ordre. 317 


qui, dans ce cas, se confond avec H’; car le cöne passant par celte conique. 
avec le sommet o, rencontre la Hessienne aux points f et en trois autres 
points; et la conique passant par ces derniers points et par les £ determine 
de nouveau le meme cöne La surface J" contient done une cerlaine 
conique H*). 

9. Soient r,, r,, r, les points ou T rencontre la Hessienne. c’est-a-dire 
les pöles conjugues aux points &, &, 4; on sait que hb, Krzt,, fb,r, sont 
des ternes de points en ligne droite. Supposons que la droite R prenne la 
position 7,6,t,;; dans ce cas, la conique K passera (2.) par les points f,7;r,. 
t,t;t,,. et par consequent elle se decomposera en deux droites, 4b, 4t,. Les 
droites or, qui. dans ce cas, deviennent o(f,,7,,7;),. percent J en trois 
points, dont les deux derniers coineident avec 0, parceque le plan or, 1, est 
tangent ä la surface J’ en o (3.); le plan P de ces points passe done par 
ot,, mais il est du reste indetermine. Et la section du cöne oK par ce plan P, 
cest-a-dire la conique H, se reduit a la droite of,, regardee comme un 
systeme de deux droites superposees. De meme pour ob, et ot, **). 

10. De quel ordre est la surface, lieu des points s, ou bien des 
coniques H? Chacune des droites of represente une conique H pour tout 
plan qui passe par cette droite (9.): ainsi o£ est une droite double sur la 
surface. Toutes les coniques # rencontrent ces trois droites of (6.): done 
les droites o(t,. £,) representent linterseetion complete de la surface par le 
plan o%&t,. Il s’ensuit que le lieu du point s est une surface J* 
du quatrieme ordre, sur laquelle o(t,,t,,t,) sont des droites doubles. 
et o est un point triple: en eflet,. toule droite menee par o contient un seul 
point s Fr). 

il. Des que la Hessienne est le lieu des sommets des triangles con- 
jugues aux coniques S, prises deux a deux, il est evident que la surface J' 
passe par la courbe gauche du sixieme ordre, intersection de J'” avec le cöne. 
dont o est le sommet et la Hessienne est la base. Cette courbe gauche e! 
une certaine conique H (8.) forment ensemble la complete intersection des 


surfaces JO, Jr), 


*) Schröter (ibid. p. 935). 

**) Schröter (ibid. p. 833 — 534). 

rt) Weierstrass (ibid. p. 338); Schröter (ibid. p. 537). 
ir) Schröter (ibid. p. 535). 
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12. Tout plan tangent a J coupe cette surface suivant une liene 
du quatrieme ordre ayant qualre points doubles: le point de contact et les 
interseetions du plan par les droites doubles ot. Done la section de la 
surface J” par un quelconque de ses plans tangents est le sy- 
steme de deux lignes du second degre. 

Reciproquement, tout plan qui coupe J® suivant deux co- 
niques est tangent a la surface. En effet, parmi les quatre points 
communs aux coniques, trois appartiendront aux droites doubles; le quatrieme 
est necessairement un point de contact *). 

13. Quelle est la classe de la surface J'”? Menons, dans l’espace. 
une droite arbitraire @, qui rencontrera la surface en quatre points ss,%5;. 
Si un plan iangent passe par @, les deux coniques H contenues dans ce plan 
rencontreront @ en deux couples de points, qui seront ss). 55, OU SS. 5381. 
ou 88. 885. | y a done au plus trois plans tangents qui passent par @: 
c'est-a-dire que la surface J est de la troisieme classe **). 

Par deux points ss, donnes sur la surface, on peut, en general. mener 
une seule conique H. En eflet, les droites o(s, s,),. avec les trois droites ot. 
deierminent un cöne du second degre, qui, passant par les droites doubles de 
la surface J'”, la coupera de nouveau suivant une ligne du deuxieme ordre. 

Si les points ss, sont infiniment proches. on trouve qu’une droite @, 
tangente a la surface J' en un point s, touche en ce point une conique H. 
Le plan de cette conique en contient une autre H’, qui, en general, ne passe 
pas par s, mais par les deux auires intersections de J'” par @. Toutefois. 
si (@ est oseulatrice a la surface, H’ passe par s et touche en ce point une 
autre droite @': la deuxieme osculatrice correspondante au points. Dans ce cas, 
le plan des coniques HH’ (et des droites @@') est tangent a la surface en s. 

14. La section faite par un plan quelconque dans la surface J' est 
une courbe du quatrieme ordre qui possede, en general, trois points doubles 
(sur les droites of) et est, par suite, de la sixieme elasse. D’oüu il suit que 
le cöne eirconserit a la surface, dont le sommet soit un point 
arbitraire de l’espace. est du sixieme ordre. Ce cöne est d’ailleurs. 
ainsi que Ja surface J, de la troisieme elasse: il aura done neuf generatrices 


euspidales,. c'est-ä-dire que par un point quelconque de l’espace on 


*) Kummer (hbid. p. 332); Weierstrass (ibid. p. 338). 
“*) Schröter (ibid. p. 538). 





Cremona, sur la surface de Steiner du Are ordre. 319 


peut mener neuf droites osculatrices a la surface. Et un plan 
arbitraire contient six droites osculatrices, car la courbe du qua- 
trieme ordre, suivant laquelle J” est coupee par ce plan. a six points 
dinflexion. 

Par un point de la courbe susdite on peut lui mener quatre tangentes. 
dont les points de contact soient ailleurs; done le cöne eirconserit, don! 
le sommet soit sur la surface J®, est du quatrieme ordre. Ce 
cöone, etant de la troisieme classe, aura trois generatrices cuspidales et un 
plan bitangent: le plan qui touche J“’ au sommet du cöne. On conelut diici 
que par un point quelconque de la surface J® on peut lui mener 
trois droites osculatrices, dont le contact soit ailleurs. 

La meme courbe de la sixieme classe a deux tangentes issues de chacun 
de ses points doubles; donc le cöne eirconsecrit, dont le sommel soil 
sur une droite double, est du deuxieme ordre et, par suite. de la 
deuxieme classe *). 

15. Les plans tangents qu’on peut mener a la surface J* par un 
point d d’une droite double ot se partagent en deux series: les uns passen! 
par ot; les autres enveloppent le cöne du second degre, deja mentionne. 
Pour les premiers plans, les points de contact sont sur la droite ot: pour les 
derniers, le contact a lieu ailleurs. Mais le cöne susdit admet deux plans 
Iangents qui passent par of: ces plans done sont ceux qui touchent JS" au 
point d; c’est-a-dire quils sont le lieu des droites osculatrices a la surface 
en d. En eflet, un plan mene arbitrairement par ot coupe la surface J 
suivant une conique qui passe par 0, car ce point est triple sur la surface: 
la deuxieme intersection de la conique par la droite of est un point d, oü ce 
plan est tangent a la surface (12.). 

Les plans menes par une droite double of forment une in- 
volution, ou deux plans conjugues sont tangents ä la surface en 
un m&eme point d. Les plans correspondants au point o sont evidemmen! 
ceux qui passent par of et par lune des deux autres droites doubles. Les 
points de contact des plans doubles de l’involution sont des points cuspi- 
daux pour la surface J®. 

16. Ainsi, par un point arbitraire d de la droite double of on peut 
mener deux droites dont chacune rencontre la surface en quatre points coin- 


nn nn nn 


*) Kummer (ibid. p. 333); Schröter (ibid. p. 538). 
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eidents: ces droites sont les tangentes en d aux coniques H situees dans les 
deux plans qui touchent la surface au meme point. De quel degre est la 
surface. lieu de ces droites? Pour ce lieu. ot est une droite double: en outre. 
tout plan mene par of ne contient quune de ces droites: le lieu cherch& 
est. par suite, une surface du troisieme degre. Doü je conelus que 
le plan des deux generatrices issues dun meme point d de of passe par une 
droite fine A*). Or les generatrices correspondantes au point o sont evidem- 
ment les deux autres droites doubles de J“; done le plan de celles-ci con- 
tient la droite A. 

Nous aurons ainsi trois droites fixes A,. As. A;. correspondantes aux 
droites doubles ot. tb. 4). et situees respectivement dans les plans ott,. 
ofzt,. ot,&. Un point quelconque « de A, determine une droite generatrice 
de la surface du troisieme degre relative a of,: celte generatrice passe par 
a et est situee dans le plan @ot,. Si le point « tombe a lintersection des 
droites A,. ot,. la generatrice correspondante est of,: mais cette droite est 
une generatrice aussi de la surface du troisieme degre relative a of,: le poin! 
commun a A, et of, appartient done aussi a A,. Les trois droites A,A; A; 
sont. par suite, dans un m&me plan // et forment un triangle. don! 
les sommels a,a,a, sont situes sur les droites ot..&,.%,). 

I7. Il suit diei que Je plan /7 contient six droites passant. deux ä 
deux. par @,. &. a,. et ayant chacune quaire points coincidents communs 
avec la surface JS” (elles sont les generatrices des trois surfaces gauches du 
troisieme degre relatives a o(t,. &.t,). qui correspondent aux points a,. @. 4,): 
cest-a-dire que la courbe du quatrieme ordre. L, intersection de J'*” par 
le plan //, a. dans chacun de ses points doubles a, non-seulement trois, mais 
quatre points consecutifs communs avec chacune de ses tangentes au point 
double. Or l'on sait. par la theorie des courbes planes du quatrieme ordre 
avec trois points doubles. que. lorsque les deux droites, qu'on peut. en general. 
mener par un point double a toucher une telle courbe ailleurs, coinciden! 
respeclivement avec les tangentes au point double, dans ce cas, ces tangentes 
sont conjuguees harmoniques par rapport aux droites qui joignent ce point 
aux deux autres points doubles. Chaque droite double oa@at a done cette pro- 
prieie que les deux plans tangents en a sont conjugues harmo- 


n Me&moire Sulle superficie gobbe del terz' ordine (Attı del R. Istituto 
II. Milano 1861). 


Voir mo 
Bu 
l,ombardo, vol. 
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niques. non-seulement par rapport aux plans tangents aux points 
cuspidaux (15.), mais aussi par rapporl aux plans determines par 
cette droite avec les deux aulres droites doubles. 

18. Par la möme theorie des courbes du quatrieme ordre avec trois 
points doubles, on sait que les six droites tangenles aux points doubles d’une 
telle courbe forment un hexagone de Brianchon: done les trois couples de 
plans tangents en a,a,a, enveloppent un cöne du second degre, conjugue au 
triedre des droites doubles. 

Autrement: dans l'involution (15.) des couples de plans tangents aux 
points d’une droite double of, on pourra determiner deux plans conjugues 
(soit a leur point de contact) qui divisent harmoniquement l'angle des plans 
passant par les autres droites doubles. Les points de conlacl. a,a,a,. de ces 
trois couples singulieres, correspondantes aux trois droites doubles. determinen! 
un plan /7 coupant la surface J’ suivant une telle courbe du quatrieme ordre. 
que ses six langentes aux points doubles enveloppent une conique conjuguce 
au triangle a,a,a,. 

19. Soient », ® les points cuspidaux sur la droite double oa. Par 
chacun de ces points on peut mener une seule droite qui rencontre J en 
quatre points conseeulifs: c'est la tangente a la conique suivant laquelle le plan 
(unique) tangent en ce point coupe la surface. Les deux droites analogues. 
correspondantes a ® et ®@, marqueront sur la droite A les points doubles e, 
7, de linvolution determinee sur cette droite par les couples de plans qui 
passent par oa (19.). 

Si d est un point queleonque de oa, il est evident qu on pourra trouver. 
sur la meme droite, un aulre point d’, tel que les plans tangents en d, d' 
forment un faisceau harmonique. Si l'on fait varier ensemble les points d, 
d, on a une involution dans laquelle o, a sont des points conjugues (17.). et 
‚„ © sont les points double. Done les points euspidaux w, ® di- 
visent harmoniquement le segment oa. 

20. Toute conique H, tracee sur la surface J'”, est projectee. du 
point o sur le plan //, suivant une conique K, eirconserite au triangle aaza, 6.). 
Reeiproquement. toute conique K decrite par les points a est la perspective 
dune conique H determinee (la section de J® par le cöne oK). La conique 
K rencontre la courbe du quatrieme ordre, L, en deux autres points s, sı: 


U 


soient s,, s; les nouvelles intersections de L par la droite ss,. La conique 
K', decrite par les points a,a,a, et s,5,. est evidemment la perspective de 
Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft 4. 42 
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la conique H situee avec H dans un meme plan P, dont la trace sur /T est 
la droite ss,8:85;. Je nommerai conjuguees ces coniques K, K". 

Si le plan P rencontre la droite double oa en d, les deux plans tan- 
sents en d contiendront, separement, les droites tangentes aux coniques H, H', 
et traceront, par suite, sur le plan // les droites tangentes en a aux coniques 
K, AK. Et, a cause de la relation d’involution entre les couples de plans 
passant par oa (15.). les couples de droites menees par a (dans le 
plan //7) formeront une involution,. dans laquelle deux droites 
conjuguees sont langentes,. en ce point. a deux coniques K, K' 
conjuguees. Dans cette involution. les droites qui joignent a aux deux 
autres points doubles de L” sont evidemment conjuguees: tandis que les 
ravons doubles de linvolution sont les Iraces des plans tangents aux points 
cuspidaux de oa. cest-a-dire les droites ae, an (19.). 

Ce qui est demontre dans ce numero et dans les deux suivanis ne 
cesse pas de subsister. si. au lieu du plan /7, Yon considere un autre plan 
transversal. arbitraire. 

21. On sait que toute courbe plane du quatrieme ordre. avec trois 
points doubles. a quatre tangentes doubles,. dont les points de contact sont situes 


sur une meme conique. Si ii sont les points communs & la courbe L et a 


une de ses tangentes doubles, la conique decrite par les points @,@,a,ie sera 
conjuguee a soi-meme, et par suite elle sera la perspeclive de deux coniques 
H superposees. On voit bien d’ailleurs que les plans tangents en i, Ö ne 
peuvent pas eire differents, car ils representeraient qualre plans langents menes 
par une meme droite: ce qui est en opposition avee la classe de la surface (19... 
Done un meme plan (representant trois plans tangents conseeutifs) touche la surface 
en i, 2 et par consequent. ce plan contient deux coniques H coincidentes en 
une seule. dans chaque point de laquelle le meme plan est tangent a la surface. 


Ainsi nous arrivons a la conelusion quentre les plans tangents 
surface J®, il ven a quatre singuliers. ®. 9. PB. PB. 


et touche 


de la 
dont chaeun contient une seule conique (9.0.0.9; 
la sarface tout le long de cette conique *). Les droites situees dans 
ces plans sont tangentes a la surface. chacune en deux points: de plus. il 
est eviden! que toute tangente double de la surface. qui ne rencontre aucune 


des droites doubles oa. est situee dans lun des plans $. 


Kummer (ibıd. p. 395). 
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Et les tangentes de ces quatre coniques D sont les droites qui. sans 
s’appuyer sur une droite double oa, rencontrent la surface en quatre points 
conseeutifs. Par consequent, le systeme de ces quatre coniques con- 
stitue le lieu des points paraboliqgues de la surface J® *), 

22. Les perspeclives des coniques Ö sont les quatre coniques ®, dont 
chacune coineide avec sa conjuguce. Les tangentes aux coniques 8. en a, 
sont les rayons doubles de l'involution des droites tangentes aux couples de 
coniques conjuguces: done les coniques D rencontrent les droites 
doubles oa aux points cuspidaux w, © (20.). 

D’ou il suit que deux plans ® se coupent suivant une droite 
tangente aux deux coniques D correspondantes,. en un meme 
point: et ce point est I un des six points cuspidaux de la sur- 
face. Autrement: les droites &,&,. ®,n,. qui passent par les points cuspidaux 
de oa,. et les autres droites analogues, relatives a oa, et oa,. sont les aretes 
du tetraedre forme par les quatre plans Y. 

Pour fixer les idees,. supposons que 

le plan % contienne les points w, w,0,&,&,&;. 


x Pe m 
- - 9% ” ww =. mW;E NIT. 
? rn nn 
- - B en .. -— WIN ERNZ, 


et soient p, Pı» Ps. P; les sommets du meme letraedre, de maniere que ses 


aretes contiendront les systemes de points qui suivent: 


PB, : P:Ps; Yıfı- PP; : -ppı®,N,- 
PP: P3Pı Dr E:. BP, PP: ® nn, 
PP; PıP: w; 8; , P, Pp. = PP; ®;n3. 


23. La droite w,e, est coupe en w,. &, par les plans oma,. oa,a,. 
et en p, p, par les droites ®©,r,, @,&, ou (ce qui est Ja m&eme chose) par 
les plans tangents a la surface en ©, ®,. Or ces quatre plans forment un 
faisceau harmonique (15.); done l’arete p,p; du tetraedre pp,p;p; et de meme 
larete pp,) est divisee harmoniquement par les aretes oa,. a.a, du telraedre 
04,A4,A;. Cela peut etre repete pour les autres couples daretes: on a dene 
une telle relation de reciprocite entre les deux tetraedres. que 





*) En general, si une surface donnee a une droite double, cette droite est qua- 
druple sur la surface Hessienne. Dans notre question, les trois droites oa et les 
quatre coniques 9 constituent ensemble la ‚comple te intersection de la surface du 
quatri®me ordre, J®, avec sa Hessienne, qui est une surface du huitiöme ordre. 


42 * 
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chaque couple d aretes opposees de |l’un est divisee harmoni- 
juement par deux ar&tes opposees de l’autre. Et chaque couple 
d’angles diedres opposes de l'un (des tetraedres) est divisee harmoniquement 
par des plans passant par deux aretes opposees de l’autre. 

Jobserve en outre que les quatre droites &, &&. &MaN3. MEN» MınsE, 
intersections du plan // par les plans ®, et, par suite. tangentes doubles de 
la courbe L”) forment un quadrilatere complet, dont les diagonales sont a.a,. 
d,d,. a,a,: car. ces dernieres droites etant divisees harmoniquement par les 
couples de points &7,. &975. &773. il sensuit que les droites &,77,. & 7, &n, 
sont les cötes d’un triangle ayant ses sommels aux points a,. @. 4;. 

24. La conique $ est inserite dans le triangle p,p:p;: w,. m. w, 
sont les points de contact (22.), el &. &, & sont les conjugues harmoniques 
des points de eonlact, par rapport aux couples de sommels du triangle eir- 
eonserit. Soient ii les points ou la conique D rencontre le plan //: on sail 
que chacun de ces points forme, avec &,&8&. un systeme equianharmo- 
nique. cest-a-dire un tel systeme dont les rapports anharmoniques fon- 
damenlaux sont egaux entire eux a: Analoguement pour les coniques 9. 
N,. D;. par rapport aux droites &,7373. N1&973. Nır)&. Or ces qualre droites 


« 


forment un quadrilatere. dont a,a,a, est le triangle diagonal: done les huit 


wr 


points idi,ö,öö6,6, appartiennen!t a une m&me conique conjuguee 
aux triangles &,mq;, A),&Nı. Ag&n,. Ay&yn; Mh c’est-a-dire A une conique 
[‘’ passant par les points doubles des trois involutions (a,a,. 8,7). (44, & 7). 
d,d,.&32),). Ces points doubles sont determines par les couples de droites 
langentes en a,. a,. a, a la courbe L* (18.); done L'” coineide avec la conique 
enveloppee par les six droiltes tangentes a L'*” dans ses points doubles. 

Cette coineidence na pas lieu,. si au plan // on substitue un autre plan 
Iransversal queleonque: car; dans ce cas. les tangentes a L” en a, ne sont 
plus conjuguees harmoniques par rapport a a,a,. a,a,; elc.) 

On demontre aisement que la meme conique L est lenveloppe d’une 
droite qui coupe la courbe L” en quatre points equianharmoniques.  Reci- 
proquement. la eourbe L'* est Venveloppe d’une conique eirconserite au triangle 


a, a,a,. laquelle coupe L’ en qualre points equianharmoniques. 


*), Introduztione ete. 27T: Giornale di matematiche, Napoli 1865, p. 319, 311. 
Jienore si cette proprid ‘t6 est eonnue. mais on la d@montre avec facılıte. 
Du reste. Ja situation des huit points it sur le perimetre d’une m&äme conique peut 


ötre deduite aussi de ce quils sont les points de contact de la courbe LU avec ses 


tangentes doubles (21.). 
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25. La conique Ö passe par les points w,w,w,i‘, et touche en w, 
la droite w,&,; la conique ©, passe par les points w, ®,@,i,ö,. el touche en 
vo», la m&me droite w,&. Les points 7,0,@, sont en ligne droite. parcequ'ils 
appartiennent & deux plans. ®, et oa,a,: de meme pour les points 1,@,w;. 
En outre. les points ö@i,c, (intersections des coniques OS, par le plan /7) 
forment un quadrangle complet inserit dans la conique 1°, dont a,&r,, sont 
les points diagonaux (24.). Par consequent. les cönes dont le sommel com- 


mun soit 7, et les bases soient les coniques 9. ©,. ont les generatrices 


1,0, @. @3.6,0) communes, et au surplus ils sont touches par le meme plan, 


Ie long de la generatrice 7,@®,. Done ces ceönes coineident entre eux: c est-a-dire 
yue les coniques HN, sont situees sur un meme cöne au sommel 7,. De meme. 
&, est le sommet dun cöne qui passe par les coniques 9, D,;: ele. En d’autres 
mots: la tangente commune a deux coniques D et le sommet du 
cöne qui passe par elles divisent harmoniquement l’un des cöles 
du triangle a,aa,. 

26. Les plans oa, &,. 0q@,&. 0a,&, coupent les cötes du triangle a, aa; 
en trois points &,&&,. qui sont en ligne droite; done les plans oa,n,. 0an,. 
0a,n, conjugues harmoniques de ceux-la (par rapport aux couples de plans 
passant par les droites doubles oa) rencontreront le plan /J au point v, pöle 
harmonique de la droite &,&,&, par rapport au triangle aaa,. Or ces trois 
derniers plans passent ensemble par p:; les points o, v, p sont done en ligne 
droite. 11 s’ensuit que les droites 0(p,p,,Pp;.p;) rencontrent le plan // en 
quatre points v,v,,Y,.93. qui sont les pöles harmoniques des droites &,&8;,. 
E33» M1&993, Nm,&, par rapport au triangle a,a,a,. es quatre points for- 
ment un quadrangle complet. dont les couples de cöles opposes sont 

vYaNız VYıYzthkıs 

YYlNıs YYıla, 

YYzlz3n3, VYıYıdy&, 
ei par suite les points diagonaux sont @,. @;, 4;. 

27. Je prends maintenant le quadrangle vv,r,r, comme base de celte 
Iransformation conigue que mon ami M. Beltrami a eiudice dans son in- 
teressant m&moire /rtorno «alle coniche di nove punti*). Dans cette Irans- 
iormalion, a un point m (du plan //) correspond le point m’ determine par 


les droites m’ (a,. a,. a,) conjuguees harmoniques des droites m/a,. a,. a,). par 


*) Memorie dell’ Accademia di Bologna, serie 2%, vol. II°, 1863. 
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rappori aux couples de cötes opposes du quadrangle. qui se croisent en 
Cs Gr, 05. j 

les langentes, en a, a la courbe L‘” sont des droites correspondantes. 
parce quelles divisent harmoniquement lrangle des droites ae, 7), ecötes du 
quadrangle. Par consequent, a la courbe Z” correspondra la conique 
1,’ touchee par les six tangentes de Z aux points doubles; et les points de 
contact de ces droites avec ZU apparliendront aux cötes du triangle a,a;a,. 

Si l’on eireonserit au Iriangle a,a,a, une conique K, soit k son pöle 
harmonique par rapport au m&me triangle, et D la droite polaire de k, par 
rapport a AM. Soit #4 le point correspondant a Ak: D’ la droite correspondante 
a Ja conique K; et A’ la eonique correspondante a la droite D. Il est evi- 
dent que les coniques A, K’ sont conjuguees (20.); le point 4 est le pöle 
harmonique de AK’ par rapport au triangle a,a,a,., et. en outre, le pöle de D’ 
par rapport a K". 

La polaire de % par rapport a K’ et la polaire de 4 par rapport a 
K son! une seule et meme droite D, qui passe par le points ou les coniques 
conjuguees K, K’ rencontrent la courbe du quatrieme ordre L. 

Si les points #4 coineident en un seul, ce qui arrive aux sommels 
du quadrangle fondamental, par ex. en v, les droites DD’ et aussi D de- 
viennent une seule et m&me droite, &,&&; et les coniques KK’ se confonden! 
avec la conique 8. Celle-ei est done la conique polaire harmonique du poin! 
y (par rapport au triangle a,a,a,;) et correspond (dans la transformation) a 
la droite &,&8,. Des que cette droite passe par &,, point de a,a,. la conique 
correspondante sera touchee en a, par la droite a,&. Donc les cötes du 
triangle v,»,”, sont langents en a,. @,. a, Aa la conique K (22.). D’ou l'on 
conelut que les quatre coniques S se touchent entre elles, deux 
a deux, aux points a. a. a, (22.). 

Les intersections öö’ de la droite &,*,8, par sa conique correspondante 
sont des points correspondants; et des que ces points sont situes sur la courbe 
I’, ils appartiendront aussi a la conique ZL°: resultat deja obtenu autre- 
ment (24.). 

Le point vr a pour polaire la droite &,%&, soit par rapport a la co- 
nique $. soit par rapport a ZL°: done ces deux coniques se touchent entre 
elles en ö, ©; ce qui est evident aussi. parceque la droite &,&& est une 
tangente double de la courbe 1’ (23.). 

28. Congevons maintenant une surface I du second degre, passant 
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par les six points cuspidaux #@®. Ur ces points divisent harmoniquement les 
sesments oa (19.); le point o est done le pöle du plan // par rapporl a >. 
On a encore trois conditions libres pour determiner completement celle sur- 
face: je dispose de deux entre elles, de maniere que le plan langen! en w, 
passe par la droite a,a,. Ainsi les droites oa,. a,a, deviennent reeiproques 
(par rapporl a 2); el par suite le plan tangen! (A 2) en @, passe par a,a;. 
et le plan polaire de a, est oaa,. Cela pose, la droite reeiproque de oa; 
passe par a, el est situee dans le plan //. Maintenant, je dispose de la 
troisieme condition libre de maniere que > soit touchee en w, par le plan 
a,@,a,;, alors la droite a,a, sera reciproque de 0@,: oa,a, sera le plan po- 
laire de @,; et le plan langent en @, passera par a,a,. Ainsi la surface I 
est pleinement determinee: les droites oa,. a,a, sont reeiproques el, par suite, 
les plans langenis en @,, @, passent par @«,a,. Done le tetraedre oa,a,a,; 
est conjugue a la surface I; et les droites we, @®rn sont tangentes A cette 
meme surface en w, @®. 

La conique D et la surface & ont en commun les points w,o,w, ei 
les droites tangentes en ces points: done D est siluee enlierement sur I. 
Cest-a-dire que les quatre coniques D resultent de linterseetion 
de la surface du qualtrieme ordre J” par une seule et meme sur- 
face du second degre. I, conjuguce au tetraedre oaaa,. 

29. Cette proprietle nest quun cas parlieulier d’un theoreme plus 
seneral que je vais demonlrer. 

Jobserve en premier lieu que. si une droite @ rencontre une droite 
double oa en un point d et ensuite la surface J® en deux autres points ss,. 
on pourra mener (13.) par @ deux plans langents P, P,. par-dessus le plan 
Goa qui coupe la surface suivant une conique (15.) passant par ss,. Les 
deux coniques 4 situees dans P rencontrent G aux couples de points ds, ds,: 
et de meme pour les deux coniques situees dans P,. D’ou l'on lire cette 
eonsequence: que si. entre ces qualre coniques, Ion en choisit deux. qui ne 
soient pas dans un meme plan et qui n’aient pas leurs tangentes en d situees 
dans un meme plan passant par oa, ces deux coniques auront. outre d, un 
aulre point commun s. 

Cela pose. qu'on eirconserive au triangle a,a,a, une premiere conique 


k, dont soient «@ L,, al,. a;,l, les tangentes aux sommels. Apres, qu on eir- 


conserive au meme triangle une deuxieme conique A, qui soit touchee en «, 


par la droite a,/, conjuguce de a,/, (dans linvolution dont il a ele question 
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ailleurs (20.)): et soient a,A,. a,}, ses tangentes en a, a,. Deerivons en- 
suite, aulour du meme triangle une troisieme conique K,. qui touche en a,. 
a, les droites a,l;, a,4, conjuguees de ab. a,4,. Enfin, soit X, la conique 
deerite par a,a,a,, qui est tangente en a,, a, aux droites a,4,. a,l, conju- 
guees de @a,4,. azl;,. Les tangentes en a, aux coniques K,, K, seront e@vi- 
demment deux droites conjuguees a,4,. aıdı. 

Designons par H, H,. H,, H, les coniques, situees sur la surface J®, 
dont les perspectives sur le plan /7 (le centre de projection elant toujours 
en 0) sont les quatre coniques susdiles K, K,. R,. K;. 

Or deux droites conjuguees (dans le plan J/7) issues du point a sont 
les traces des plans tangenis a la surface en un meme point de oa; les coniques 
H, H, ont done un point commun d, sur oa,. es deux coniques ne sont pas 
dans un meme plan. car leurs perspectives X, K, n’ont pas en @,. a, des 
tangentes conjuguees; par consequent, H, H, auront, outre d,, un autre poin! 
commun s,. dont la projeclion est la quatrieme interseclion des coniques A. 
K,. De meme, les coniques H,, H, auront en commun un point d, sur oa, 
et un autre point o,; ele. Soient (d,,. 5), (d3, 0), (dy. 83), (O3. 05) les points 
analogues correspondants aux couples de coniques HH,, H,H,. HH,, H,H,. 

Les coniques H, H, sans etre dans un meme plan, ont deux points 
communs d,. s,. On pourra done decrire par ces deux coniques et par le 
point Ö, une surface du second degre, $. Cette surface passe par eing points 
d,d,d,s,0, de la conique H, et par cing points d,d,d,0,s, de la conique H;; 
done les quatre coniques HH,H,H, sont situees dans une seule el 
meme surface $D du second degre. 

Les plans de ces coniques coupent la surface du quatrieme ordre ‚J 
suivant qualre autres coniques HH, H,H,, qui resulteront par suite de linter- 
section de J" par une autre surface $&' du second degre *). 

Bologne. 12. fevrier 1864. 


*) Dans ce memoire Jai employ@ la consideration du systöme des coniques 
polaires relatives A une courbe du troisiöme ordre (2.), et cela seulement parceque 
les notations qui en r&sultent sont tr&s-simples. Mais on obtient les mömes proprietes 
et on les d@montre absolument de la möme maniere, lorsqu’on prend pour point de 
d“part un reseau quelconque de coniques. 





Nachschrift zu der Abhandlung über Induetion in 


rotirenden Leitern, S. 158 dieses Bandes. 
(Von Herrn E. Jochmann.) 


Die auf Seite 172 dieses Bandes aufgestellten Gleichungen (26.) und 
(27.) können für den Fall einer um ihren Durchmesser rotirenden Kugel mil 
Hülfe einer Reihenentwicklung nach Kugelfunetionen leicht integrirt werden. 
Die Resultate sollen ihrer bemerkenswerthen Einfachheit weeen hier 


angegeben werden. Ist 





s = ya+b+c' 


die Entfernung eines indueirenden Poles vom Kugelmittelpunkt, ist ferner 
| - | 





> 


r = ye+y'+2 
und bezeichnet 4 den von den Richtungen r und s eingeschlossenen Winkel. 
endlich oe wie früher die Entfernung des Punktes x, y. = im Innern des 
Leiters von dem inducirenden Pol. so dass man hat 


y 


0 = r+s°— Arscosl, 

so wird 

r (er —s3c08sA) 

V = Ink Zu — 2. 
so(0+s—rcosA) 


N. 





wo die Summation über alle vorhandenen Magnetpole auszudehnen ist. Setzi 


man ferner 
bz — ay 





= 2nkK>u 


0s(0 a rcosÄ) 


so werden die Componenten der Stromdichtigkeit im Punkte x, y, z: 

















oWw coWw 
u= UY- — um. 
ar oy ' 
oWw op 
©. = 3; u Da 
OX 02 
oWw oWw 
vw = TVs 
oy OX 


Aus der Form dieser Ausdrücke ist ersichtlich, dass die radiale Stromcom- 

ponente in jedem Punkt im Innern der Kugel verschwindet oder dass alle 

Strömungen auf concentrischen Kugelflächen stattfinden. Es folgt daraus ferner. 
Journal für Mathematik Bd. LXIII. Hett 4. 43 
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dass die Resultate unmittelbar auch für eine von zwei concentrischen Kugel- 
llächen begrenzte Schale gültig bleiben. Nur hat man in diesem Fall auch 
auf der Innenfläche der Hohlkugel eine derartige Vertheilung freier Electriei- 
täl zu supponiren. dass durch dieselbe in Verbindung mit der im Innern und 
auf der äussern Oberfläche des Leiters vorhandenen Electrieität das Potential 
| den oben angegebenen Werth erhält. Die Form der Strömungseurven im 
Innern des Leiters ist durch die Gleichungen 
r=const.. F= const. 


bestimmt. Die Componenten der Wirkung des indueirten Stromsystems aul 


r 


einen äussern Magnelpol m sind 


o0 oo es 
-M—. —M, —M— 
GE ol, © - 


wenn S, 7, S die Coordinaten des Poles bezeichnen und 


4 A . x f ’ i n z' 
0= — / P' —dx' dy' dz'- p da dy' ds’ + — f #' —dx' dy' ds‘ 
/ S v on Us: ı 


2? = (#8) ned 
veselz! wird. Ist nur ei» indueirender Pol vorhanden, so sind die Integra- 
lionen leicht auszuführen, wenn es sich um die Berechnung der Rückwirkuns 
des indueirten Stromsvstemes auf den redueirenden Pol handelt, oder wenn 
nach erfolgter Differentialion $S=a, n=b, C=ec, mithin r=o gesetzt wird. 


Es wird dann. wenn man der Einfachheit halber 5=0 seizt, im Fall einer 


Vollkusel vom Halbmesser AR. 








Z=B, 2=8 
v_ ul hen ui “pn iR’ 9s’—R’ log“ 2 
| Du 3 


oder im Fall einer SCHE deren innerer und äusserer Halbmesser mit 
ft, und R, bezeichnet werden. 


nkKrau‘ er a 5 A“ #7 R; 
Y 





ra Te ) 


25‘ gg" JRR” Dt ee Te s—-r Ri 
Der Zusammenhang dieser Resultate mit den früher für den Fall einer ebenen 
’Jatte vefundenen ist ersichtlich. 

Ausserordentlich einfach gestaltet sich das Resultat in dem Fall. dass 
die Kugel unter dem Einfluss einer constanten magnetischen Kraft, z. B. des 
Erdmaenelismus, rotirt. Wählt man die durch die Rotationsaxe und die Rich- 
ung der constanten magnelischen Kraft gelegte Ebene, welche der Kürze 
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halber die Ebene des magnetischen Meridians genannt werden soll. zur Ebene 


der AZ, so hat man 5b=0O zu setzen und dann s und « ins Unendliche 


a u 


wachsen zu lassen, während die Verhältnisse — =siny und T con- 


Ss 
stante Werthe behalten. Es ist dann 7’ die Intensität der constanten magene- 
tischen Kraft und y der Winkel. welchen ihre Richtung mit der Rotationsaxe 
einschliesst. Die Strömungscurven redueiren sich in diesem Fall auf das dureh 
die Gleichungen 

r = const.. 9% = const. 
dargestellte System von Kreisen. deren Ebenen sämmtlich der Ebene des 
magnelischen Meridians parallel sind. Die innerhalb jeder Strömungscurve 
eonstante Stromdichtigkeit wird 

InkKTsiny.?, 


wenn 





= Yr—-y’ 
den Halbmesser des Stromkreises bezeichnet. In Betreff seiner Wirkung nach 
Aussen verhält sich das Stromsystem wie ein Magnet. dessen Axe mit der 
Y-Axe zusammenfällt, also auf der Ebene des magnetischen Meridians senk- 
recht steht. Bemerkenswerth ist die Analogie dieses Resultats mit demjenigen. 
welches Poisson (Mem. sur le magnelisme en mouvement, Mem. de l'ac. des 
sciences T. VI, p. 497) aus seiner magnetischen Theorie des Rotationsmagne- 
tismus hergeleitet, sowie mit dem Resultat, welches Green (dieses Journal 
Band XLVI. p. 157) für den Fall gefunden hat, dass eine Kugel von un- 
vollkommenem elektrischen Leitungsvermögen unter dem Einfluss einer con- 
stanten elektrostatischen Kraft oder eine aus magnelisirbarer und mit Coereitiv- 
krafi begabter Substanz gebildete Kugel unter dem Einfluss einer constanten 
magnetisirenden Kraft rotirt. 


Berlin. im März 1864. 
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Sur le deplacement d’une courbe, invariable de 
forme, qui reste tangente ä une courbe fixe, 


(Par M. Edouard Combescure ä St. Etienne.) 





7 

Si l’on considere une eourbe donnee 6, rapporlee a trois axes rectan- 

vulaires fixes. et une autre courbe donnee G,. liee invariablement a trois axes 
reetangulaires mobiles: Si l’on congoit en meme temps deux points materiels 
7, ,. parcourant respectivement ces courbes de telle sorte que les arcs de- 
erils s. s,. comptes a parlir d’une origine fixe sur chaque courbe, soient des 
[onetions donnees du temps #f: on peut. pour rendre tout-a-fait determine 
ie mouvement absolu du systeme, assujetlir a des conditions convenables cer- 
ains elemenis geometriques du systeme en question. Ainsi, par exemple. on 
peut admettre 1° qua chaque instant les points M et M, coineident: 2’ que 
leurs Irajectoires relatives C. C, se touchent en ce point: 3° enfin que les plans 
oseulateurs de ces deux courbes font entr’eux,. au meme point, un angle don! 
la loi est donnee. 

Le mouvement elant ainsi regle. il se presente d’abord la question: 

I de trouver le lieu que deerit, dans l’espace absolu. un point inva- 
riablement lie au systeme mobile et les elements ordinaires. comme lJaxe in- 
stantane de rotalion ete., qui caracterisent le mouvement. 

La solution analvtique du probleme introduit naturellement quatre groupes 
de quantites: 1’ les coordonnees absolues de l'origine mobile ou point deecri- 
vant: 2 les coordonnees absolues du point M: 3° les coordonnees relatives 
du meme point: 4’ les cosinus de direelion des axes mobiles relativement 
ux axes Jixes. En prenant pour donnees les quantites qui entrent dans deux 
jueleonques de ces groupes, conservant la condition du contact, supprimant 
ja loi de langle des plans oseulateurs et adoptant celle de la vitesse instan- 
\anee de rotation ou celle des vitesses v, v, de M, 1, sur leurs trajectoires 
(especlives,. on donne immediatement lieu a eing nouveaux problemes quon 
peut enoncer eomme il suit: 

II’ Connaissant la courbe fixe. les vitesses v. v, et les cosinus de 
direction des axes mobiles, trouver la eourbe mobile et le lieu que deerit un 
point lie au systeme 
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(HI) Connaissant la courbe mobile, les vitesses v, v, et les cosinus 
des axes mobiles, trouver la courbe fixe et le lieu deerit par un point lie 
au systeme. 

(IV) Connaissant la courbe mobile, les vitesses v. v, et le lieu deeril 
par un point du systeme, trouver la courbe fixe et les cosinus des axes mobiles. 

(V ) Connaissant la courbe fixe, le lieu decerit par un point du systeme 
et la vitesse instantanee de rotation,. trouver la courbe mobile et les eosinus 
des axes. 

(VI) Connaissant les cosinus des axes mobiles et le lieu deerit par 
un point lie a ces axes, trouver la courbe mobile et la courbe fixe. 

Il est entendu, dans ces six questions, que les quantites qui determi- 
nent les donnees sont des fonclions censces connues du lemps. 


La solution des questions (II) et (III) est immediate; mais jai du me 
borner a une simple indication au sujet de la question (IV). a cause de la 
diffieulte de lintegration. Les questions (V) et (VI) se ramenent au probleme 
de Mecanique ou il sagit de trouver les cosinus de direction de trois axes 
rectangulaires lies a un corps solide, quand on connait. en fonctions du temps. 
les trois composantes de la vilesse instantanee de rotalion. Je m'oceupe. en 
consequence, de cette question auxiliaire, qui ne me parait pas avoir ee exa- 
minge generalement. 

$. 1. 
Determination des cosinus et du lieu dans le problöme (1). 

Soient z, y, 3 les coordonnees reetangulaires. rapporlces aux axes 
ixes o.2y2, dun point quelconque de la courbe CE: x,. Yı, 2, les coordonnees 
rectangulaires, rapportees aux axes mobiles 0,.2,%,3, d’un point quelconque 
de la courbe G,. liee a ces axes. Ces six coordonnees sont des fonetions 
connues du temps /, d’ou resulte la connaissance de v et v, en fonction de 
la meme variable independante. J’appelerai x, y. 3 les coordonn6es. rapportces 
aux axes fixes, du point deerivant o,. pris pour origine des axes mobiles: 
a, b, ce; ai, di, €; a, by, ©, les cosinus des angles que font les trois axes 
mobiles successivement avec 0x, 0y, 03. Ües cosinus sont lies par les re- 
lations ordinaires 

a+b+cd-—1, aa, +bb, +cc, =, 


(a.) ‘, u 


\ 
\ 


PEN 1, be+ba+be, =. 
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On aura dabord pour le point M, commun aux deux courbes 6, G,. les for- 
mules de la translformation des coordonnees 


(1.) y=y+az—+byı+ Cı2ı- 


| z=i+ ans + byı+t €2, 
| 2 = 3m + bYı +62;. 

ıis la formule « sinus de l’angle de deux directions a. pour 
Puis la formule du cosinus de langle de deux directions donnera 


exprimer la condition du contact, les trois nouvelles &quations 








do a de, 45 day, | dz, 

\ ds ds ds, ds, ’ 

a IE 
2 \ ds . ds, ds ds ds, 
dz dx du dz 

a — do» > nu _- b > chen NE Ü > ch . 
\ ds “ds, eh ds, “ds, 


qui ne@quivalent qua deux distinctes, A cause que la somme de leurs carres 
donne une identile en vertu des relations (a.). Cette reduelion d’une unite 
dans le nombre des six @equations (1.) et (2.) exige lintroduetion d’une con- 
dition nouvelle qui a te specilice. sous le point de vue qui m’a paru le plus 
simple, dans l’&nonce des problemes ci-dessus indiques. Pour exprimer la 
condition relative au cas acluel, soient representes par 


) : (. 


a, BP. 75 5 2, & 4, u, v (relativement aux axes o.xyz) 


\ 


“ ar f} cl l ‚73 . y \ ) r Fin: 27 fi; r ‘ r = r) - 
0 Pıi3 Yız Sy 7,6; AP, u’, v (relativement aux axes 0,.2,%ı3:) 


es cosinus de direclion de la tangente. du rayon de courbure et de laxe 
du plan oseulateur de la courbe C: par 


) am ya 


Ci“ Pı-Yız Sıs Nıs Si: As As Yı (relalivement aux axes 0o,. 2,Yı3ı) 


a, ß, vs Sm, 505 A”, ul”, vi” (relativement aux axes 0.2 y 3) 
les cosinus de direelion des trois droites analogues de la courbe G,:; enlin 
par & langle que font, au point M, les rayons de courbure 0 et go, des deux 
courbes. Cet angle sera le meme que celui des plans osculateurs, a cause 
du contact suppose. Si l’on mene par le point M des paralleles M.x, y,z et 
M.x,.Yı. 3%; aux parlies positives des deux systemes d’axes coordonnes (aux 
quels je supposerai une disposition semblable) et en meme temps: la tangente 
MT commune aux deux courbes (dans le sens oü croissent s et s,), les rayons 
de courbure MC, MC, (C, C, elant les centres de courbure), enfin les axes 
MI, Ml, des plans osculateurs:; on pourra eonsiderer M. TCI, M. TC,I, comme 
deux nouveaux sysiemes daxes reclangulaires ayant la disposition relative 
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les parties positives des axes M.xyz ou M.x,yı3,, en convenant, toutelois. 
que langle e sera compte de MC vers MC, et que les axes MI, MI, des 
plans oseulateurs seront places respeclivement du meme cöte de ces plans 
que les plans osculateurs conseeutifs. 
Cela pose, en re toutes les rg au systeme MH. TC, I,, les 
aneles de MC sont: > 2 at: et ceux de MI: >> rer tandisque Mix, 
pour cosinus de direction @,, $ı, A. Done, par la formule du cosinus de 
"’anele de deux droites, on aura la premiere de chacun des deux gronpes sui- 


vants. les autres avant une origine analogue: 


(5 = 5, 008e— A,sine, „D — &,sine+ 4,C0SeE, 
\ 

3.) rn!) = n, C0se— u, sine u) = n,sine&-+ u, C0S# 
9.) EEE PER | ui, 
[DD _#F anne Fo De 

67 = 6G,008SE— Y,SıNE, v’ = (G,sine+v,c0S8; 


rapporlant toutes les direetions au systeme M.TCI, on aura de meme 


[zZ 


(0) a un = ()) - 
\Sı = SC0SETASIME, A = —5Ssme+4Cc0S8, 
(3 % x (0) ' : Me. (0) PR. r ” 
Be.) nr, =ncose+tusine, u = —nSiINne- UC0SE, 
| zn 177 u . (V) in. | N x 
Sı =6C0SETVSME vr, = —LSNETrVCose. 


La meme formule du cosinus donnera, par suite, en prenant M.TCI pou 


systeme de comparaison. 
N cl ı 3:18) 
I4 AAN a 


= 
ı»3 


a = 0085.78, = 00, 


b = 08. zyı = aß, +&n "+ Au”, 


\ / eng co A . 
4.) \C = (008.73, =ay, HE +, 


a, = 008. ya, = Pa, tn" Hui, 


el. en ayant egard aux relations (3.), il viendra 


a = 00, +($8,+44,)cose-+ (AS, —SA,)sine, 
b = ap +(Sm+ Au,)cose+ (An, — Su,) sine 
ce = ayı+($d,+4rv,)cose-+ (AL, — £v,) sine 
a, = Ba+(nSı + uA,)cose+ (uf, — nA.) sine, 
Sf b, = PPı+ (mt uu,)cose-+ (un —nu,)sine, 
c = Pyıt (nd + un) cose+ (ud, —nv,) sine; 





a, = 70,+(55,+vA,) cose + (v&, —S4,) sine, 
b» = yPı+ (Int vu,)cose+ (vn —Su,)sine, 
GC = yyıt (Sat vv) cose-+(vü, — ör,)sine; 
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« 


On aura dabord pour le point M, commun aux deux courbes 6, G,, les for- 
mules de la transformation des coordonnees 
-=t+ as + byıt €2, 
(23 = y+m,2+byı+ Cı2ı: 


=3+mE tb Yyı +62. 


l 


Puis la formule du cosinus de l'angle de deux directions donnera, pour 
exprimer la condition du contact, les trois nouvelles &quations 


dx X | dz, 
a ) — 1 bi; “ 

ds 7 s a ds, 

dy 

ds 


dz 


/ 


\ ds 
qui ne@quivalent qua deux distinetes. ä cause que la somme de leurs carres 
donne une identite en vertu des relations (a.). Cette reduction d’une unite 
dans le nombre des six &quations (1.) et (2.) exige lintroduetion d’une con- 


dition nouvelle qui a eie specifice. sous le point de vue qui ma paru le plus 


simple, dans l’enonee des problemes ei-dessus indiques. Pour exprimer la 


condition relative au cas actuel, soient representes par 


u, v  (relalivement aux axes o.ry 2) 


Ci. 


fe) Ay * E ) / . 7 
U, =» / y N; 5] hy 


” . c I Yan = } / 2 E..: ” B 2 \ 
03 Pia Yı5 SO, 7, CO; 4, u), (relativement aux axes 0,.2,9ı3:) 


les cosinus de direclion de la tangente. du rayon de courbure et de l'axe 
du plan osculateur de la courbe &: par 
Cs PısYı5 Ss Ms 5: 45 Aus Yı (relativement aux axes o,. 2,%ı3ı) 
I, 5 AP, ul”, v(” (relativement aux axes 0.2 y 2) 
les cosinus de direction des trois droiles analogues de la courbe &,; enfin 
par & langle que font, au point M, les rayons de courbure o et g9, des deux 
courbes. Cet angle sera le meme que celui des plans osculateurs, a cause 
du contact suppose. Si l’on mene par le point M des paralleles M.x,y,z et 
M.x,. Yı, 2, aux parties positives des deux systemes d’axes coordonnes (aux 
quels je supposerai une disposition semblable) et en meme temps: la tangente 
MT commune aux deux courbes (dans le sens oü croissent s et s,), les rayons 
de courbure MC, MC, (C. C, etant les centres de courbure), enfin les axes 
MI, Ml, des plans osculateurs; on pourra considerer M. TCI, M.TC,I, comme 
deux nouveaux systemes daxes reclangulaires ayant la disposition relative 
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des parties positives des axes M.ayz ou M.x,y,3,. en convenant. toutefois. 


que langle e sera compte de MC vers MC, et que les axes MI, MI, des 
plans osculateurs seront places respectivement du meme cöte de ces plans 
que les plans osculateurs conseeutifs. 


Cela pose, en rapportant toutes les direelions au systeme H. TO, I,, les 


; q— T , ZT 7T j 
angles de MC sont: ——. €, 5 te el ceux de MlI:—, —— & 8; landisque Mx, 
D- - 


a pour cosinus de direction &,, $, 4. Done, par la formule du cosinus de 
"angle de deux droites, on aura la premiere de chacun des deux gronpes sui- 


vants. les autres avant une origine analogue: 


| EV —E cose— A,sine, „DD — &sine-+ A,cC0Se, 
1; 
=.) rn‘) = n, C0ose-— u, sine u) —n, si - 11, C0S# 
SR} | / er Il » | = | Pr -N,SsınE- | rt » “ 
lo I n . (a . 
SC’ = C,008E— vr, sine, v) = C,sine+v,cose; 


en rapportant toutes les direetions au systeme M.TCI, on aura de meme 


(0) -(V) 


\Sı = $cose-+Asine, hi = — Esine-+4c00sE, 
3 *ı (0) ar . (V) . i 
€ n, =necosezusine, u, = —nsSiNne-+ uc0Se, 

ctl)) » : . 0) » . 

Cı =GLC0SE-+VSNE, v, = —ÜLsine+Vvcose. 


La meme formule du cosinus donnera, par suite, en prenant M.TCI pou 
systeme de comparaison. 


4a =co0 Sum AD, 


un 
> 
nd 
ein 
1} 
I 
mn 
4 
nn 
on 
ss 
fr 
Jr 


b = c08. zyı = aß, +&n” +Au® 


4.) \c =co.2% = ats’, 


4, = 608. ya, = Pa tn") +ur®, 


et, en ayant egard aux relations (3.). il viendra 





Fir 

a = am -+($5,+44,)cose+ (AS, — £A,) sine, 

b = apı+ (+ ku) eose+(im— gun) sine, 

ce = ayı+ (FF, +Air,)cose-+ (AL, — £v,) sine: 

a, Pa, + (ns, + uA,)cose-+ (us, —nA,)sine, 

Ei b, = PPı+ (mm + wu,) cose+ (um —nu,)sine, 
c = Pyıt(nSı Ft ur) cose+ (ul, —nv,) sine: 

a, = y0,+(55, + vA,) cose + (vi, —CA,)sine, 

'b = yPı+(im+vu,)cose+ (vn, —Qu,)sine, 


7 


Go = Yyıt (Sa +tvrv,)cose-+-(vü, — Cr, )sine; 
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formules qui font connaitre la direction de chacun des axes mobiles O,.x,yı3; 
fonctions de quantiles donndes immediatement par la question. 

En tenant compte actuellement des expressions analytiques ordinaires 
de &ı:..% S-.-» Yı.... lintroduction des valeurs precedentes dans les equations 
(1.) fournit, pour FREE t. 9. 3 les equations suivantes, dont la recherche 
faisait V’objet final du present paragraphe, 


Hs 1)+iR| oeose+[ 4 (Z 4% sh Joısine. 


ds, 
E (2 1)+ uR 9, C0SE-+ u dY 1) nR]o ‚sine. 
| N "L ds, ‘ ö 


—1)+ R| 9, c08E+| vl —] ) — ER 9,Sine: 


of dYT 
Lr ds, 














l'on a pose dans ces equalions 


_ 2, =) — R. 


ds, ds; ds, ds, 


S etant le signe d’une somme symetrique ä trois termes. 

Comme, en faisant la somme des carres des @quations (5.),. on doil 
retrouver, au premier membre, A’, on obtient cette seconde expression de R. 
dont le signe est determine par celui de la premiere expression, 

AI dig 
R= + Zu An 
OÖ 
Sl 


er ds, 





| Me ' Bi oo ’ 
quant a cette premiere expression elle revient a R= —c05@, @ elanl langle 


Sl 


du plan osculateur de la courbe GE, et de la droite A qui va du point de 
contact au point deerivant. Cette quantite AR disparait par consequent. lorsque 
la courbe mobile est plane et que le point decrivant appartient a son plan. 

Si l’on designe par u, v, w les coordonnees du point decrivant, rap- 
portces aux axes M.TCI, on aura, d’apres (5.). 


u=Saolt-r)=—V, 


Be 1 i 
v=Biltr—-a)= 1- TE) eıcose+ Rgısine, 
1 


I, = Si(t—-r) = —Ro1cose+(1- Ze, sin €. 


On remarquera les deux cas partieuliers de e=0 ou e=n, et de e= +5 
qui font disparaitre une des parentheses de chacune des formules (5.) et sim- 
(5 * 


plifient le groupe .) ainsi que les cosinus (4 *.). 
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E. 
Suite du problöme (I) — variation premiere des cosinus — axe de rotation. 


En desienant par do et dv les angles de contingence et de torsion 


dune courbe queleonque, de facon que pour la courbe &, par exemple. 





duo = Yda’ + d#°-+dy., dv = ydi’ + du’ +dr*, 
[ / } | 


on a les relations differentielles. dues a M. J. A. Serret. 


da = Sdw, di = —Edv, ds = -adw-+ Aid. 
‘6. d# =rdwv, du=—ndv, dr -H do + udv, 
dy=ldo, dv=—-Idv, di=—ydw-rvdv, 


et Von aura des relations analogues pour Ja courbe G, en mellant un indice 
a chaque leitre. Par leur moyen on conclut des &quations (3. 

(ds) — —o,cosedo, +4” (dv, —de), di) = —a,sinedw, — Ss" (dv,—de). 
rar 
e 
ei par suite, la differentiation des equations (4.) fournit le tableau suivant. 


qui renferme les differentielles premieres des cosinus. 





<. (1) in (0) ji MA) id 

da = (Sa—os )dw+(ad,—$ 0,)dw, + (15 sh )dd, 
= (1) x (0) I" (1) (1) 

db = (£p,-—on )Jdw+(om—Sı Pı)do,+ (An su )dd, 
a (1), ee (0) . „ «(1) .- (1) 

de = (yı-as )dw+(as—$ Yı)dw, t(A5 —5v )d6, 
1; 8 J:ll)\ ZA (0) \ “(l) su 

da, = (na, — Ps )Jdw+ (Ps, —n M)dw,+(us —nA )d6, 
(8.) a ur R) (1), 2 ()) a u (1) (1) 
2 gl), / “> ()) «(1) (1) 
a ” “D\ N ce <o(()) \ ' / ‚u =. (1). 

da; = A775 )dw+(YSı—Sı 0, dw, + (vs ne GL dd. 
FR (1),  . <(()) a‘ 2 (1) >. 48) 

db, — PT J dw -- \YNı 7 >ı [?1, do, + (vr Pe „uU ’ dd. 
\ ‚eo (1) f / [7 l{V)) r (1) ai (1) 

\da = (yı-yY5 )do+ (ya Yı)do,+(v5 —Cr )d6; 


ou Ion a pose 
dd = duv— dv, -+de. 


Si. dapres (4.) et (8.). on forme le produit bda et quon prenne la somme 

symetrique bda+b,da,+b,da,, les termes de bda qui renfermeront le carre 

d'une letire depourvue d’indice devront seuls eire conserves dans la somme 

dont il s’agit ou le carre de la lettre sera d’ailleurs remplace par l’unite: 
Journal für Mathematik Bd. LXIII. Heft 4. 14 
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ceci resulte des relations entre cosinus analogues a (a.). D’apres cette re- 
marque et en se rappelant ces aulres relations 


e—= nm —Cu, = PS—yn; s—yu — Ir, 


on formera tout de suite la troisieme @quation du groupe suivant, les aulres 
provenant d’un calcul analogue, 

pıdt= Z,c,db, = 4.) do — 4, dw, + 0.,d6, 

(9.) qdt = Z;,a,de, = u do — u, dw, +P,d6, 

\r,dt = Zib,da, = v'’ do —v, do, +Y, d$; 
le > se rapporte aux indices O (sous entendu ). 1. 2. Ces equalions font 
connaitre les composanles 9, 91, r, de la vitesse instantanee de rotation aulour 
des axes 0,.2,Y1%,. En designant par p, g, r, les composantes de la meme 
vitesse aultour des axes 0.xyz, on aura, comme consequence des equations (9. 
ou par un caleul direct analogue au precedent, 


‚P dt = Sa,da, = A do — 1, do, +0d6, 
(9*,) ‚gqdt= Sa,da = udw — u) do, +/nd6, 
| rdt = Sa da, = vdo—rv, do,+yd®: 
S elant une somme symelrique a trois termes ou l’on observe l'ordre alpha- 
betique. Les composantes de la vitesse instantanee de rotation, autour des 
axes M.TC,I, seront, d’apres (9.), donnees par les equations 
 Tdt = Sa,p, dt = dd, 
(10.) C,dt = SS,p, dt = sinedw, 
I,dt= S4,p,dt = — dw, + cose dw; 
et les composantes autour de M.TCI seront, d’apres (9 *.), donnees par 
 Tdt = Sepdt = d6, 
(10*.) | Cdt=Sspdt = sinedo,, 
Id = Sipdt = dw — cose do,. 


De lun quelconque de ces systemes on conclut,. pour la vitesse instantanee 
de rotation &, 


(11.) Dat = Ydß+ dw’ -+ div — 2cosedwdw,. 





Quant a l’axe instantane de rotation et’ de glissement minimum on l'obtiendra. 


a peu pres comme ä l’ordinaire. La differentiation des equations (1.) donne. 
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en ayant egard a (2.). 


/ 


dx ‚ " da 

I Lei. —- vn) Be — 0. 
\ Br En Mi I dt 
dv da 

> +5(v Sr 0, 
IR. | dt en £ dt 
d; . u da 

\—- +7 -V)+S8Srn — 0. 
u E dt 


li en resulte pour les projections de ds = yYdı-+-dy'-+d3’ sur les axes o,.0,yı2, 


dt, = Zadı = |e,(vV—- vı)+rıyı — 9121) dt, 
(12*.) dy, = Zbdr = [PB (vv) +pı 31 —rı 1] dt, 
d;, — = cdı — Iyı ( vv Vj ) e Yı 2; Pı yı] dt: 
le > affectant les indices de a, b, e et en meme temps l’ordre alphabetique 
pour X, d, 3. La projection dg du meme deplacement d& sur la direction de 
l'axe instantane,. c’eest-a-dire le glissement elementaire minimum de tout le 
systeme mobile sera, par suite, 


dd 


«D 


On aura donc, d’apres la theorie connue, pour les @qualions de l’axe instan- 


a. i Es | 
(13.) dy = m DPpıdk =— 5 Smadt = (V—V,)- 


tane de rotation et de glissement, rapportces aux axes MH. TC, I. 
E rt er day T ®\ 
GZ-IY=( Y)\o » - |) AT, D T)' 

Tc 


\ / r la E 
f \ a eu , —— fi... ae 1 - ae ı 
14) (1X-TZ=6-Wn= 


Y-OKXKeeni u 
1 } U,Ä BER UN V)) D D we di D . 


A, Y, Z designant pour un moment des coordonnees courantes. 

Le calcul preeedent ne differe du caleul ordinaire que par la presence 
des termes en (v—v). Le glissement el&mentaire dy est nul lorsque v — v,. 
c’est-a-dire quand la courbe €, roule, sans glisser,. sur la courbe €, ei 
lorsque la loi des plans oseulateurs est telle que d4=0. Dans le premier 
‚as laxe (1.) est de simple rotalion et passe par le point de contact: dans 
le second cas ses equations se reduisent a X =0. , Y- CO Z=v-v,. 

Dapres les valeurs (10.). (10*.) de /,. / on reconnait tout de suite 
que, si l’on prend sur laxe MI du plan osculateur de €, ä partir du point M. 


dw a 
une longueur —p , el sur le prolongement MI, de l’axe M/, du plan osenlatenr 


44 * 
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" do, i ’ ; 
de &, une longueur =; la diagonale du parallelogramme construit sur ces 


Iongueurs aura pr&eisement pour projections orthogonales sur MI et MI, les 
composantes / et J,. En composant cette diagonale avec la vitesse autow 
dd 


de la tangente 7, m aura done la vitesse resultante &. Autrement celte 


vitesse resullante > est representce par la diagonale du parallelepipede con- 
dd dw dw 


struit sur les longueurs = rn, prises respeclivement a partir du poin! 
MW sur les direetions HT, MI, MI. 

II etait bien facile de se rendre compte geometriquement de ce resultat 
ei d’en deduire, par suite, toutes les formules du present paragraphe. Si Von 
eonsidere. en effet, le triedre M.TT'T,, dans lequel on a TUT = dw, 
TMT, = dw,: ces deux faces comprenant langle & et les aretes MT’, MT, 
clant paralleles aux tangentes des courbes C, 6, qui sont conseeulives a la 
Ianeente commune MT; si Von mene ensuite les normales intörieures MI, 
Hl, a ces deux faces, il est bien visible que, par une rolalion el&mentaire de, 
autour de Ml,;,, on amenera larete MT, en coineidence avee MT. Puis, par 
une rolalion elementaire do autour de Ml/, on amenera MT, ou mainltenan!i 
WHT,. en MT’. Enfin la rotation elementaire dO autour de HT qui peut rem- 
placer la rotalion d# autour de larete infiniment voisine MT’, fera prendre 
aux faces qui avaient linelinaison &, la nouvelle inelinaison quwelles doiven! 
avoir. (Quant ä celte rolation d®, en menant, par larete MT et au dessus de 
chacune des faces TUT’, TMT,., des plans faisant avec elles des angles dı 
et dv, respeclivement, il est clair quen faisant lourner, aulour de HUT, de 
langle dv— dv,. laface TMT,, celle-ci fera, avec le premier des plans menes. 
un angle preeisement egal a e: il restera a la faire tourner encore, dans 
le meme sens (si de est positif) de langle de, pour accomplir la rotation 
dd = dv— dv, +de. En supposant MM'=ds, MM, —=ds,: apres les trois rotations 
dont on vient de parler, l’element consecutif de ds, et que jaappellerai Mm,. 
se Irouve evidemment parallele a element M’'m consecutif de ds. Si l’on fait 
olisser le systeme mobile, le long de MT, de la quantit&e MM'— MM) = ds— ds,. 
element M,m, se trouvera place sur Mm, ayant une extremite commune M 
Le systeme aura alors ellectue en entier, rotation et glissement, son deplace- 
ment elementaire. Si, avant ce glissement, on represente par H,H une 
parallele mence par M, a l’axe de la rotation resultante, et par M,K une 
perpendieulaire a M,H situee dans le plan HM,T et dirigce vers M,T: en 
construisant sur ces deux droites un rectangle dont 1,4’ serait la diagonale. 
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le cöte de ce rectangle dirige suivant M, H representera le gelissement minimum 
. . a . u ‚{t) 
du systeme: il aura pour valeur (ds—ds,)cos HM, T c’est-a-dire (v— v, q 
® v ) 


ce qui coineide avec (13.). L’autre cöte du reclangle aura pour valeur 


er h “ | 
(ds ds, ) | i- Zr - L’axe de rotation et de glissement minimum est situe dans 
un plan perpendiculaire sur le milieu de ce cöte et aA une distance D telle 
que la rotation elementaire Pdt, autour de cet axe, fasse parcourir a M, la 


u; FE j FU: 
loneueur du cöle considere; dou resulte D = (v vi) ] | pr: ce qui de- 


termine completement la position de llaxe. 

Il parait assez superllu de remonter de cette solution geomelrique aux 
diverses formules du present paragraphe: ce retour exigeant quelques uns des 
memes caleuls effectues dans un ordre inverse. 

Remarque. Les varialions secondes des cosinus et par suite di 
x. d, 3. ne presentent rien d’assez simple pour devoir etre developpees. On les 
deduit sans peine, par les formules (6.). des varialions premieres (S.). On 
peut aussi. pour trouver d’x, d’y. d’z, differentier deux fois de suite chacun 
des deuxiemes et troisiemes membres des equations (5.) en avant egard chaqu 


fois a ces memes &quations et aux relations (6.). 


$. 3. 
Des problemes (II), (III), (IV) et (V). 
Dans le probleme (Il) on connait en fonctions du temps v,:.w, y, : 
ei par suite v, enfin les cosinus a, b, e..... Les equations (2.) donnent, 


tout de suite 


° v | 

Dj — / > (a de zw d, dy +4,dz) — Yı ’ 
aa ® v, fj ] a / l | / lz \4 J 

yı = / —(bde+b,dy +b.ds)+h. 


'v 
3, = / "-tede- cdy+codz3)+k,. 


Yı, A, Ak, etant des constantes arbitraires. Les equations (1.) font connaitre 
ensuite les coordonnees x, Y, 3 du point deerivant. 

Dans le probleme (III) les donnces etant v, x,Y,3, et par suite v, 
ainsi que a, b, e ...., lintegration immediate des equations (2.) fournit la 


solution. 
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Dans ces deux questions, qui evidemment n’en font qu’une, on aurail 
pu adopter. au lieu du rapport des vitesses, quelque autre donnee propre a 
rendre le probleme determine. Si l’on eut pris. par exemple. le glissemen! 
elementaire minimum dg: comme les equations (10.) ou (10*.) font connaitre 
d# ou $ en fonction de quantites donnees. lequalion (13.) aurait donn« 
vv, et Von serait rentre dans les enonces primitifs. Mais il serait facile 
de faire d’autres choix capables de compliquer passablement ces questions: ce 
qni ma semble pour le moment inulile. 

Le probleme (IV) presente d’autres difficultes. On connait. en fonctions 


du temps, X. vd. 3: 21» Yı, Sı et v. Oron conclut aisement de (1.),. (12.) ou 5. 





PGRR®. DW UBER. SUR SOHN: : MOBREEE 
(Ad u } T Y )) I \* S, u 
dx 0) dv d; vv „däA 
et) —- +49) ——+ (3-3 = —1.A—, 
a, u \J “dt y’/ dt v, dt 


a quoi il faut joindre 





de ' da" dae 


ou les seules inconnues sont x, 9, 3. La question depend d’une integration 
unique: mais il ne parait pas possible. par un choix quelconque de variables 
de ramener l’equation differentielle a un type qu'on ait pu integrer jusqu'ici. 
soil direelement soit avec le secours d une solution partieuliere. 

Dans le probleme \V) on connait x, y. 3. r. d. 3 en fonction du temps. 


ainsi que la vitesse instantanee de rotation &. Si lon pose — = w el 





yuon mette dans les equations (12.) pour x. %,. 3, leurs valeurs Sa r—r. 


Sb 0 —r. Fe r—r deduites de (1.), on obtient 
dx dr 
——- +7 Wu —- ry—vD'—-gq:2—}. 
at dt J ! I 
dvd dy 
ud pi3 —3)—re—ı 
d; dz 
u a a TE 3 Se 5 en, 
a tra = He-D-pWg- 


dou lon deduit. en premier lieu. 


x dx x (X 
UN z—? m S An 3 Bas > 5 
ce qui fait connaitre vw et par suite v,. En second lieu. en faisant la somme 


des carres des memes equalions, on en tire 


Sp 2 —r +] A _ (Ft, = W. 
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ou Fon a tonjours A’ Sr, = S(r— x)‘. Par consequent 
. | ae Iy dy ds dz 
App = (r—-r)W-+l(z - )( tv )\_(y—p — u — 

! \ nie r( Ya " dt ) \J | dt dt )- 


.. P a l; dz dx d.r \ 
A y—-y)W-+(r— )(- 14 ) gs BEE Ben 
1 4 g dt } lt \ ) \ dt Y lt 


Sn _ 
’ 


' sc Ir dr di dv \ 
Ar = 3-3) W4+(y-y)(- am )- »—_yr) ee 9 
\ 3 \Y '\dt a dt 2. { \ dt L «lt ) 


On connail, par ces formules, les composantes p, q. r en fonction du temps 
On rentre dans le probleme intermediaire qui suit et qui a pour objet de de- 
terminer, dapres ces donnces, les neuf cosinus a, b, e, .... Apres quoi les 


equations (1.) donneront ici 2, Yı» 21: 


\ 


$. 4. 
Probleme auxiliaire. 

Ktant donnees, en fonelions du temps, les composantes de la vilesse 
instantande de rolation dun corps solide, relalives a trois axes reelangulaires 
lies au corps, il saagit de Irouver les cosinus des angles que font ces axes 
avec trois axes rectangulaires, fixes dans l’espace. 

II est clair quiau lieu des composantes aulour des axes mobiles on 
pourrait se donner les composantes aulour des axes fixes. sans changer le 
moins du monde la question. En designant par X, Y, Z les cosinus des 
angles que font les trois axes mobiles avec un quelconque des axes fixes. par 
exemple avec l’axe des r, la solution du present probleme depend de l'in- 
tegration des &qualions connues, telle que 


14) =RY-02, S-=PZ-RX, Z=0X-PY, 


dans lesquelles P, 0, R sont des fonctions donnees du temps. Si Ion pose 
MT=yP+Q+R, P=Mg, 0O=-IMg R=M:. / ITdt = r. 


p. q, r etant actuellement des fonetions connues de 7 qui representent les 
ecosinus de direction de l’axe instantane par rapport aux axes mobiles. les 





“quations (14.) pourront s’eerire 


wis, re Zus Zus 


ee Mu dr 
En appelant ®, Q, N les cosinus de direction de l’axe instantane par rappor! 
aux axes fixes, de facon que, par exemple. 
vX+9aY+ıZ = ®%: 
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N 
+ \ 


on aura. dapres (14° 








| TR ’ di, BR}: 

do“ ' do do do 
ER dt ( de “ da\vw A’ 
di do’ I+ Fr N De ) no do’ ' 


elant une variable queleonque. En delerminant cette variable par la condition 
do = dy’+dy’+dr”. 
on lirera des deux premieres &quations precedentes. jointes a X + Y+Z-1. 


les valeurs suivantes de X, Y, Z 



































i ds d» ML. ‚,  dy’ 
= 9: ‚1 Bi. \ u 

a “a do do +(a do / | 1-7 do?’ 

= da dp /. ds dB? 
| eo), \ _ r | z en \- — —— | 

1 u P+ do do = K do = —)Y | r do’ 
zB 
Be ! do do — (+ do | do / Br x do‘ ’ 


et. en les substituant dans’ la troisieme. on obtiendra 


10 Bay = ar y 


do do 





ou lon a pose. pour abreger. 
dr & dy / ds d’v\ 


IT. = —. tz — 1 — 
/ do do \ do’ "do?/ 








l,equation \16.) est absolument de meme forme que celle que l’on trouverail 
si Ion se proposait de determiner une courbe spherique quand on donne le 
ravon de courbure en fonction de llare *). Si. en effet. on prend y. a. ı 
pour les trois coordonnees rectangulaires dun point de la sphere et quon 


appelle R le rayon de courbure de la courbe spherique. on a 

IS ”+-y+rt=1 Moyr+t=l1l Pr" — 
ou les accents indiquent les derivees par rapport a 0. supposition qui sera 
maintenue jusqua la fin du paragraphe. En differentiant deux fois la premiere. 


+ 


une fois la seconde et degageant les derivees secondes,. on trouve. apres 


Not an rn an nei ; +6 .aıtfß ar lane I] ry Ai 
Cette question geometrique a ete traitee par M. R. Hoppe dans le tome | 


ur cr purmäi, page 1> J) etaıs arrıve ., en mon particuli lief, aux resı ats que Tal 
besoin dindiquer bour mon but actuel, en me posant Penn ment E: question quı 
” . « “ . » . < 
commence son memoire. Mais je navaıs pas songe A la remarauable transformat: 
ir laauelle Taute imone lEeauation, analome A (19.) ou (16.). & une &auatior 
16; rt SUCUIM 
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quelques legeres transformalions, 


| > 


=) Wr tiert’ 
\ 
ei deux equations tout-a-fait pareilles pour q el r. 
On remarquera que de (15.) on deduit, sans peine. 
gr 
> 
\ 


r 5 . » dr | 1 
5-1, cequi permet deerire f 


y Zr u N; - 
Sp (vg w)=t+t] do tr 


Lorsqu on connait une solution partieuliere de lequation (19.) on peut en 
deduire par une quadrature les valeurs correspondantes de q et r, en prenan! 
dans la 2" equation (18.) les coordonnees spheriques longitude et latitude. 
Quant a lintegralion generale pour les trois equaltions (19.), elle correspond 
a une simple transformalion de coordonnces. 

Cette remarque appliquee a lequation (16.) et aux deux analogues en 
D, R permettra d’adopter generalement 


P=sinf, D=cosPcosO, R= cos Psin Q, 

sin 7 etant une fonction partlieuliere qui verifie pour ‘PB l’equation (16.) et 9 
etant determine par l'equation 

u Pr 1 1 

do | 1 - ; 

a — do 
> cos 

Si l’on designe,. pour un moment. par V, V,. V, les trois radicaux ambigus 
qui multiplient f dans l’equation (16.) et dans les deux analogues en Q. R: 


addition de ces equations multiplices par BP, DQ. R, puis par P, DV, W 


Gh 


m 997 
\ > 


donnera, en ayant egard a P+UI’+M=1, PH+OT’HR”—1, deux equations 
lineaires entre ces radicaux, qui fourniront, en prenant un signe determine 
pour le premier par exemple *). 

 ‚=-S&IIH-RNOD, VH=-RP-PR, =-POV-aOV: 


ou bien: 





V=cosPy1-#",V =#'sinO-y1-#"sin PeosQ, V,=-#'cos 9-y1-F"sin ?sin®. 
Ayant adopt& ces valeurs, les equations (15.) et les analogues en Det R 
donneront finalement pour les expressions cherchees des neuf cosinus 





*) Ge signe peut ötre determine par la condition que, lorsque p, a, vr coincident 
avec P, Q, R respectivement, les cosinus (20.) prennent les valeurs 1, 0, 0; .... 
Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 4. 45 











346 (ombescure, mouvement geometrique des lignes a double courbure. 


PP +PP+(q —— 
PHP Ha pi) OMW-RDO)). 
ep HP Hr) OD = RO), 


PO +PO HET) RP PR). 
SBEEr +AP-PE)RP- PR). 
DD + PE-IRP— PR) 
PR+PFR + - re) PO-OP)). 
IR+IR + pr) PO—-OP). 
EIR+HER HP) PO- OP). 


Il est bien facile de reconnaitre que ces expressions salisfont aux relations 
ordinaires (a.) entre cosinus; et quon obliendra les integrales generales des 
equations (14 *.) et des six autres analogues, par une simple Iransformation 
de coordonnees rectangulaires, appliquee aux memes expressions, mais qui esl 
ici insignilianle. On remarquera que, d’apres (20.) les equations (14*.) peuven! 
s’eerire 

dX 

de 

dY 


dt 
dZ 
dr 


pr DO- RO) - Plar—ra‘). 
(DOM -RON)—- PVP (rip — pr). 
= ! (DR RO) —- VP(pg’— ap‘) 


IX N ! A\ d 
= P(RP-PR)-D’ (gig). 


dr 


et presentenl sous une forme parlieuliere les variations des cosinus. 

Je me reduirai iei A une unique application, exträmement simple. des 
[ormules precedentes. En designant par «, 5 deux constantes. on veriliera 
les diverses conditions (16.). (17.), (18.) en prenant 

y— sine, „= sin’, 


0 
Cosa cos( 2 D=cosp 3 c0s( 
COSa@ 


Ildt. 





) .....608@cosf 
; sin(—a+Pß). 


cos 


COS« sin(—_), R = cos sin ( 


COS@ 


a 


et Fon pourra adopter pour /Z telle fonction de £ que l'on voudra. Liaxe 
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instantan&e deerit un cöne droit dans l'espace absolu et un autre eöne droit 
dans l’interieur du corps, en supposant quun de ses points demeure fixe. En 
supposant de plus J/=n=constante, on est dans le cas des cönes eireulaires 
ronlants (uniformement). On aura, quelque soit /7, 


A = cos(a—P), 


Y = — sin(@ — P) cos| —— 
cosa 

’ 6 

7 = — sin (a Fer : 
cCOS«@ 


X, = sin (a — B)eos(4): 











. } [9 A 0 | i (06 0 
Y, = sin( —— )sin( —— )+ cos (a — 8) cos(——) cos ——), 
cos @ cosß COS «@ cos ö 
r OÖ 97 \ 
I, = — cos( —— sin (— .)+cos (e - 3) sin (— -)cos(- — )s 
coOs«@ cosd cos@ cos} 


. 107 
A, = sin (@— P) sin(- —). 


,= -sin(—) co s(- Ti +cos(@—ß) cos( sin). 


2, = cos(— )eo ( ,)- cos (@ — PP) siı Hd engen ) sin (— ,) > 
" cos@ cos ä r cos & cos A 


S. 5. 


Probleme (VI) — sa reduction au probleme prec£dent. 














Dans le probleme (VI) on connait, en fonctions du temps. x. y. x el 
les cosinus a, b, e..., c’est-a-dire qu’on est dans le cas ou le mouvemen! 
d’un corps solide est tout-ä-fait donne. On ajoute a ces donnees celle du 


esse | Ro 
— = g(t), sorte de coöfficient de glissement des deux courbes in- 


connues (2y23). (2, Yı 3). Par lintroduction de cette quantite, les equations 
12°.) peuvent s’ecrire 








i_ de, dx, 

Fr ee rk Se 
dy dy 

(22.) p 1 u. Pant a: 
dz, H. 


er Qı1F%ı = Pı Yı 7 
45 * 
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Si l’on pose 

Az +Yy+Zz = U, 
et qu’on determine les fonctions inconnues X, Y, Z par les conditions 


; dX 
p dt 


- 


dY dz 
=-nY-qZ 9 =hmi-nd, ya = mA-pY:; 


ıl en resultera 
dU dx, yd. 7 q 


— a —  — 


a dt dt dt ? 
et par suite 
1 
U - JS Kt Yayı+Zdy)+g, 
y etant une constante arbitraire. Or on fera coincider les equations de con- 


dition avec (14 *.) en prenant 


pP 4 Zu + Zu \ BR = 2 ; a; "Ddt 
op? = m =. ou P=yp+tq-+rn; et r=/ p 2 


Donc. en adoptant specialement les valeurs (20.), on aura 
Xxu+Yy+Z3 =TL, 
X,+ Yıyı+Zı2ı = U, 
+ ıyıt 2 = U:; 





d’ou 


| ı, = AÄU-+ A, U, - A, U, . 
“eo YU+Y,U,+ Y,U;, 
5 — ZU+ ZU -+ZU;: 


‚ ayant les valeurs suivantes 
| 4 
fi JS Kt Ydyı+ Zdyu)+g, 
4 
= 7 (Xıdı, + Yıdyı + Z,dy,)+h, 
1 [7 
5 F 5 (Kadıı + Yadyı + Zrdyı) +, 


ou g, h, k sont des constantes arbitraires. En posant 
SaX=A, Sakl,=B, Sak,=Ll, 
SaÄ=A,, Sakdı=B, Ba, 4, = C,, 
SA = A,, Sa,X — b;, Bei, =(C,. 
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les expressions (24.) pourront s’ecrire, en se reportant ä (12 *.). 


U — SZ Adx + A, dy+ A, d;)-+g, 


(24 *.) 


et correspondront plus directement aux valeurs de x, y, 3 fournies par (1. 
savoir 
x = + AU+BU,-+CU, 
Si l'on designe par +u, +%,, +, les parties des seconds membres (24. 
(24 *.) qui dependent du signe f et qu’on pose 


U =r+Au+Bu+Cm, = Au+Xu+ Ko, 


on aura 
z=ı"+Ag+Bh+Cckh =) +Xg+Xıh+K;k, 
(25.) |, =y®O+Ag+Bih+Ck, M=y"+Yg+YıhtY,k, 
z > +Ag+Bih+Ckh, 3= 3) +Zg+Zıh+Zk: 


ces equations montrent que, si l’on considere un systeme rectangulaire (2.G@HK 
(ou corps solide) dont le mouvement serait defini par la courbe absolue 
xy, ®), deerite par l’origine 42, et dont les axes 2G, (2H, (2K feraient avec 
07, 0y, 03 successivement des angles aux cosinus A, B, ©; A,. B,. Ü,: As. 
B;. C,; un point quelconque lie a ce systeme auxiliaire, tracerait, dans l’espace 
absolu, la courbe (xyz) ou @, tandis que le meme point (g, h, A), pour un 
observateur entraine avec le systeme 0,.2,9,ı3, decrirait la courbe apparente 
(> %ı,23,) ou ®,. En prenant pour g, h, % des fonctions quelconques d’un 
parametre arbitraire k, on aura une courbe C, liee au systeme auxiliaire et 
qui engendrera une surface absolue © dans le systeme o.xyz el une surface 
relative ©, dans le systeme 0,.7,Y,3,. Ces deux surfaces seront langentes 
le long des courbes = constante ou (f). et ©, en glissant et roulant sur ©. 
suivant une loi connue, produira precisement le mouvement dont o,.2,Yı 2; 
est anime. 

Comme chaque point de la generatrice fixe C deerit une courbe in- 
dividuelle k = constante ou (k), soit dans ©, soit dans ©,; deux queleonques 
des courbes (k) interceptent evidemment des longueurs @gales sur toute la serie 


des courbes (t). 
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Deux courbes (£) et (k) se coupent sous un angle generalement va- 
riable avec f et 4. Car des equations (22.), (23.) on conclut 


dr, dt. Re dx, de Br er 
Frhr is ee er a A re 


pe ä may Dee 
. 2 Ze 5 


gdo’ dk 
dou 
„dr, de dg 2 ., dU 
do dk Sk do Alıyımaa) do 





cequi. en ayant egard a (23.). (20.) se reduit, apres quelques transformalions. a 


(RU, OU,)|: 





‚de, ds dg FT dU d 
an un; 
do dk dx Ldo d 
je. “2, _/u U 
el, en divisant par le produit | D 7] S ——;, on aura une expression assez 
do’ dk" ’ 

simple du cosinus de l angle des courbes (f) et (k). En supposant ce cosinus 
donne et egal a Fit.k) et congevant g, h. k, F developpees suivant les 
puissances de k. la comparaison des m&mes puissances de k donnera les con- 

ditions qui doivent elre remplies pour llexistence de l’egalite supposee. 
la determination des courbes E, GC, ou des surfaces ©. ©, depend en 
erniere analyse de la connaissance d’une solution partieuliere de l’equation 
16... On pourra, dans tous les cas. disposer de y de manicre a avoir la 
D di 3 
— +) 
p do R’ 
qua prendre pour ‘Y dans l’equation (16.) une fonction quelconque de o ou 


de # et determiner f, et par suite g. d’apres cette m&me equation. 


solution requise: car l'equation (17.) etant ici f= —1, iln’y aura 


Tout ce quon vient de dire est pour ainsi dire illusoire. en grande 
partie. lorsque v=v, cest-a-dire quand 9=0. Alors, sous la condition 
Sp, = 0 qui resulte de 22.) et qui. dapres (13.). fait disparaitre tout 
olissement dans le systeme. ces &quations (22.) peuvent s’ecrire 


T; dy, d dv 


ade a de 7 u Bäil Par) SPWg ga Dr 


p i dr, d;, Ira; d dı d; 
Ä ._ + © mm nn Fi N ». > en — Vo — — —, 
yaqWaerngg Pıgpgz Cequi entraine JIY-MTT En Pod 


dv dr 
Da Ipar 


ol w est une indeterminee qui peut designer la longueur variable de la ge- 


' dy, dr, |, | 
t - u Pi - . N Be: U Ti C z— | rW— 


neratrice indefinie commune aux deux surfaces reglees que representent re- 
spectivement ces deux groupes d equations *). En donnant a w diverses valeurs 


*) On peut etudier ces surfaces regllces en se servant par exemple des formules, 
que Jal Indiquees dans un me&moire insere au tome 62 pag. 174 de ce journal. 
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constantes on aura, chaque fois deux courbes conjuguees GE et E,: et les sur- 
faces ©, et © ne seront autres que ces deux surfaces determinees. 

Excluant tout-ä-fait ce cas singulier, jiindiquerai pour terminer. une 
propriele, digne de remarque, du systeme fietif ou compose 2.GHK.  D’apres 
les valeurs ei-dessus de A, BD, C, ... on a successivemen! 


dä 
dit 


dX 
di 


un Sy dX g 1)» 
dt dt Y 


SB 





ı 


SX(r, Y, — qıZ,) I SA, f S Y 


cest-a-dire que les composanles de la roltalion instanlanee du systeme 


‘2.GHK aulour des axes (2G, 2H, QK son! respeclivemen! 


(g—-N)®P y (p—1) D a g—1 b N 
y ’ 7 ua y is 
. r \ p- » «D be) 
La vitesse resultante est ———, et !’on conclut pour ses composanles. autour 
p 
des axes lixes o.ryz2. 
p— 1 ( | p—1 
i 'D, dam ‘4. ii 
Y 4 4 


et. autour des axes mobiles 0,.2, 9ı2:. 
p— 1 p— 1 p—1 
—— Di» mu 7 ne 270 
p Y f 
l,axe de la rotation instantane du systeme compose 42.GHK est done parallele 
a celui de la rotation du systeme donne 0,.2,912,. I] en resulte pour le 
Yy | 


da. 
/ 


glissement elementaire minimum relatif a ce meme systeme eompose : 
dg etant celui (13.) qui repond a 0,.2,Y13:- 

La simplieite de ce resultat tient surtout aux relations parlieulieres qui 
existent iei entre les cosinus a, b... X, Y.... On peut neanmoins le ral- 
Iacher a un fait un peu plus general et qui est relatif a une certaine com- 
position des systemes reeltangulaires. Soient trois pareils systemes: 

ab e (? h s Abe 


| | 
0.2, 413. auX cosinus ‘a, db, 65 0. 2,,. Id (a,b,c, : o.xvz. id ABC, 





a, b> 6,, 9, b, c\ 14, Be | 
ou 
A= Zen, Au be, A, = Zca. 
B=20- Do Zth B= Zeh, 
= 288 GC = Zbe, = Bee; 


les cosinus de ces trois systemes se rapporlant ä um systeme fixe o..0ys. par 


« 
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rapport au quel le systeme compose o.xyz est des lors situ de la meme 
maniere que 0.2,Y,3, par rapport A 0.2,Y,3, (composition un peu differente 
de cette qui precede). En designant par $, &“ les vitesses instantandes 
de rotalion relalives a 0.2,9ı3, et 0.%%%,, on obliendra, a peu pres comme 
ci - dessus. 


y 


f (2) (il) BEER Q 
vv — pP, —$,... ia D\ 


x 


_gp" 
x,» 


u 2 ) 2 
Dr b. er - DB, — DB '. 


y 


ur’. BP _N 


’ etant la vitesse instantanee qui correspond au systeme eompose& et les lettres 
placees en indices indiquant les direetions suivant lesquelles les vitesses sont 
estimees. 

On vient de voir par quelles relations simples le mouvement de rolation 
el le glissemen! minimum du systeme fietif (2.GHK etaient lies a celui du 
systeme donne 0,.2,%ı3,. (Quant aux directrices correspondantes (xy 3” 
et (ry3). leur simplieite relative depend d’un plus grand nombre d’elements. 
Elles sont liees neanmoins par une certaine reciproeite analytique qu on pouvail 
prevoir et quon etablit en cherchant a determiner la seconde quand la premiere 
est donnee. Si l’on se reporte,. pour cela, aux valeurs ei-dessus de x!’ y’ 3" 


en #, A. 2. lisolement et la differentiation de ces dernieres quantites donne 


5 oo —1 ; , 
sans peine,. en avant egard a SA—- = a equalions 
\ | dt f 


\ #629) en (0) RR (0) dy“ 
27. wr il ; Dal Bl | Sc au Du 








A— g)dt 


yuon pouvait aussi deduire de (22.) en chassant x, y. z de ces dernieres au 
moven de \1.) et \2.) et remarquant que v—xÜ”, 9-9, 3— 3°” devaient former. 
pour 7, 4. 3. une solution partieuliere des equalions ainsi obtenues. Les 
equations \27.) etant de meme forme que (22.) on peut leur appliquer tou! 
ce qui a ete dit a l’egard de ce dernier systeme. Or leur comparaison avec 
les relations identiques 

da da da, 


-=kq-Aar, — =ar-an. — = — 68. 
RT :q AT a a, p z ap-ag 


et les six analogues, permet ici de prendre 


) (v)\ 


ar —r )+a,9—Y 7%(-: N) — U. 


b r BER v' )\ + b, Yy - vi + b, I; ER u, a 


IY\ 


. AL ) 
er ’)r a (y—-y’)+ cl 
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« 


dou 
I—ı = aU+bU,+tel.. 
„9 = mvaU+bU, tel. 
3,0 HU+bU-+el,. 


U. U. U, ayant les valeurs suivantes, dans lesquelles g”. Ah". %" sont des 
conslantes arbitraires. 


= 5 
= fi rn ad’ +ady’+a.dz3’)+ 9, 
u, : /: 2 bar? bb, dy) +, Yu, 


v v) 0) (0) 
U, fi - (eh +cdy ’+o,d’)-+ k. 


$. 6. 
Exemples. iemarques. 
Pour ne pas nuire a la connexion que pouvaient admeltre les divers 
problemes preeedents, jai renvoye a un paragraphe separ& quelques exemples 
qui se rapportent aux problemes extremes (VI) et (1) et qu’on peut. en quelque 


sorle. reoarder comme de simples applications numeriques. 





Exemples du probleme (VD. 1. En supposant 
sın (@— A)sıny sinasin 6 6 6 
y = ——— —. Oo = —— aß /»at, — 0. —ı Og, — ii; 
sın (@—y)sın d sın(@— f) sın & "sind #7 s1n3 


ou ad, 9, y sont des constantes. il est facile de voir qu'on pourra prendre 
simultanement 


pP, p a Ne P 
I = co0Sao. — — (COS), — c0üSY. 
4, . J q . > e J on . 
ı —- = SINOCOSO,, — —= sınD C0S 0,. \+ — sın7 COS0,. 
D 2 D | E r ü 
| EL. sine sino ie sin? sin o R = sinysino,: 
a ed a ee > \' a Fuenier 2, 


le systeme des cosinus donnes clant 





a = cos(e—P), 

b = sin(@—/P)coso,. 
. f N . 2 

ce = sın(@ — P)SınO,. 
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a, = — sin (o = C08 05, 

b, = — sin > cos| (0, -c05° (75 C0S(0,— 03). 
* ) & ag v} a — . / 

e,: sin’ (Z* )sin (0, 6 3) - cos’ (ee sm 0,03). 

di; sin (@— P)sino;, 

Bi; ER f@a—PN\N._,. : 

b» - 2 T sın \ OÖ wr Op) COS ie sın Oa £; O3) ” 
2[“ — | ,/[@— PP r - 

GC = sın ——) COS (0,-r 03) + COS \ 5 - )eos(o, —0,). 


Iormules qui ne different de celles, fin du $. 4. que par un leger changemen! 
de forme. Si l’on designe ce systeme donne par l'egalite symbolique 
(ab...) = (a,ß), 
on aura, pour les cosinus caleules, deux £galites pareillement symboliques 
j 7 a u. f > Y 2 er / 
AV.) =fla,r), (AB..G)=(1,P): 
deduites de la precödente, comme les sysiemes representes. par de simples 
changements de lettres: ce que la notation indique suffisamment. Pour 
achever l'exemple, soien! 


v=0, y=Recosmo, 3= Rsinmo, 


m et R etant des constantes. Alors on trouvera 





























x) — Acos(mo—0,). 
y’ = B cosmo-+C cos (mo —20;). 
x = Bsinmo—Csin (mo — 20,); 
ou 
- Rmsin (y— P) 1 __eos(y u 
A= —— (mM — —— 
f Dsiny sın 3 a 
. Rm fl+sın’(y — 9) l cos(y— P)\ 
B—-R = 5 u \. u FE SE I 
yD 4sin’y sind 2siny 
C Rmsin’(y— P) 





> 21 3. 
if D sın j 








D = (m F 3 ((m ur ß - - -. 


valeurs qu'on pourra verifier au moyen des &quations (27.), ainsi que cela 
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peut se praliquer dans tous les cas. Enfin on aura 








0) nn 
Yı = A,cos(mo—0,). 
/ 
(0) n : L j m ; 
y, B, cos (ms — 0,+0,)-+ C, cos (mo — 0,— 0 
0) a a ui 
jı = Bi sin (mo — 054 0,)— C, sin (mo — 05 — 0, 
ou 
km ft. _, 2 1 \° sınla—y)/ | cos(@ —y)sın(Y—P 
A, m (sin m -5 (m —— ) — = LER Mm - — — )- - —— . - h 
gD ö sın 9 / sin \ sın I sın 7 
[ u- P) % ß \ 
‚, cos y— cos| ——— ) 
RB km (@ y 1 ) \ 2 a ( 
pin ne 1 ennnniegeenienennnennenen | Wi re ) 
gD\ 2 \ sınd9/ sın z N sın 9 
sin (y— A)sın (@ — y 
2sın y 
' ( @+ß ) ) ( a — PN 
,„ sın(ly- sın - | 
r km sfa—ß Mi F 2 Cr 
l we) ?n n ze en r (m ur . 
gD\ Zr sın d sın 7 sın #- 


sin (7— P)sın(@ —} 





 2sin‘’ Y 


Les valeurs completes de x. Yy, 2: 7. Yı- 3, Sobtiendront tout de suite au 
moven de (25.). 

Les courbes K’y 3), Ay” 3) quon vient de trouver sont les 
plus simples de celles qui. en roulant. et glissant uniformement l'une sur 
Fautre, produiraient le mouvement de precession des equinoxes, en supposanl 
a D et aux conslantes les valeurs connues et negligeant la nulation. ainsi 
que lelliptieite de Yorbite. La premiere courbe est censee liee au soleil. 
lautre a la terre. On peut remarquer qu’elles appartiennent respectivemen! 
aux surfaces de revolution du second degre 
AB ( 4B,C 


\ 
” (9)? _ /(R_C'\ (0)? 4,0) WERBEN 0 ., FR ‘ 
\ :(B—C), 9’+3, eK (B,—G, 


yı) ae. (0) 
} 


1 1) A 


que leur rectification depend d’une transcendante elliplique de seconde espece elc. 
Leur deplacement relatif et leurs elements principaux peuvent etre etudies 
plus intimement au moyen des formules du $. 2: ce qui me parait actuelle- 
ment inutile. 


46 * 
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il. Soient: 
p=V9, „=V9, nrn=n; p=asind, q=0, r=ncosi; 


f eonstanl, el 





=0, x=Recosmt, y= Rsinmt: 





de lacon que le mouvement donne est celui de la terre autour du soleil. abs- 





traclion faite de toute espece dinegalite et en supposant lorbite eirculaire. 


" 1 n ei ’ | 
En posant: 1—- — = —-, on aura, par la consideration directe des equations (22.). 
p n 
cc i  . 94 an 
A coszsin»nt. X = —cosisin — A = sın + cos4cosnit. 
p 
j i nt \ u. 
h coskcosnt. Y = —coskcos—. B cosı sına,f. 
f j 
e = sin. 7 = sini. U = sins cosA — sind cosZcosnif. 
: nt re 
dl, cosnat. X, — 605 - r 5 1, —— COSsA sınz,t. 
p ' 
‚ ’ u 
b, = —sinat, Y,= — sin —. B, = eosnif, 
p 
6 =%, 2, =, C, = — sin sinnit. 
wre > u A u j Kn N 
tt = sm4Asın at, X, = sinA sin r Il, = sinA cos — sinA cos4cos nf. 
( 
ci ii nt > ee 
b, = sinAcosnt, Y, = sind c0os—. B,;, = sini sin n;f. 
f 
C, = (08, 2, = co, (', = cos’4 + sin 4 cosn;t. 


Ensuite. par la theorie exposee ou par (27.), on obtiendra 


ti Rn f ) ) / \ a / 68% 
y ? er — (mn m -+(n—n,)cosA (m-+n,cos4))cosmt. 
sm, m y ü ' 


yo) „(an -m+m(n—n,)cosi)sinmt. 
n(n, — m’) \ 


Rn (n—n,) A\ain 
u Mn, COSA)SINACOSmE: 
n(n, — m 


ou Ion reconnait la nature elliptique de la courbe. Enflın on aura v ’yi a 
soit en eonlinuant d’appliquer la theorie, soit en observant que generalemen! 
ces quantites doivent former, pour 7,Y,3,, une solution partieuliere des equa- 


tions (22.): mais il faut prendre une solution convenable. De lune ou lautre 


maniere on trouvera 








VE Te RT ee 
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“ > 1 N r 
sın —— cos 
(0) Km EB ı.; | 2. 
Y - — I ——— sin (m-+n)E+ —— sin(m—n)t]J. 
1 p mon, in nt 
l 
r > A ) 1 
sin —— cos 
Fun Rın 2 u 2 
m — ——cos(m+n)t— — —cos(m—n)t 
1 p mn, ’ 2 Mm—n, . 
Rm sınd 
a - —— cosmt; 
pm 


courbe du meme genre que celle de l’exemple precedent et qui se reduirail 
a un cerele si laxe de la terre etail perpendieulaire au plan de leeliptique. 
Cet exemple, pour lequel seulement lanalyse du $. 4 est en defaut, pourraii 
a la rigueur se deduire du precedent:; mais il est plus simple, algebriquemen! 
parlant, de le traiter direetement. Je lai presente iei parceque sa simplicite 
relative permet de faire les diverses verilicalions quon peut souhaiter. Üest 
ainsi qu'on reconnailra sans peine la constance du rapport des arcs. laquelle 
avait ele supposce en commencant l’exemple. 

Exemple du probleme (I). En se reporlant tout-a-fait aux no- 
tations des $. IT et 2, je supposerai que les courbes G et &, sont deux helices 


roulant et glissant uniformement lune sur lautre. On pourra prendre pour leurs 


equations 
f* : kcosheosnt, je — /+k,cosh, cosnjt. 
y = keosh sinnt, Y; k,cosh,sinnil. 
ce Ä 
2 ksinh)nt. 3, k,sınh,)zil., 
hi, h ... etanl des constantes. On aura ici (par exemple par (6.)) 
w kndt, (= —coshsinnt, |$=—cosnt, ). = sın h sin nt. 
do» = (cosh)ndt, 7 = coshcos nt, n=—siunt, u: sinh cos nt. 
dv = (sin h)ndt, vy=sinh, c=0, v = cosh: 


el des relations tout-äa- fait pareilles pour G,. On en conclura, par les for- 


mules (4 *.), les expressions partliculieres des cosinus a, b, .... que je me 
dispenserai d’eerire. Si Fon suppose & constant les rotations (10.). (10*.). 
s ’ Er . ; da 
Il.) seront aussi conslanles, ainsi que la viltesse de glissement - „ (13.), ce 
= ( 


quil etait facile de prevoir. L’axe de rotalion et de glissement et laxe 


geomelrique de E, lourneront uniformement aultour de l’axe geomelrique de & 


avec lequel ils feront des angles constants ete. Quant au lieu (x. y. 3). on 
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aufa Icı 


' ei d7 I 
— lecosh,sinn,t--(k,sinh,)aıt, 1 > 008 h, (cos h,+ „ecosn, 1) \ 
ds, v 
=, sinh, cosh, ( - sın a, 1-4 n,tcosh,) ö 0, = ——: 
h, / cosh, 


II ny aura plus qua substituer ces diverses valeurs dans les for- 
mules (5.). Nayant pas actuellement pour objet de diseuter le lieu obtenu. 
je supprime les resultats de ces substitutions. 

En donnant aux constantes h, k, ... & des valeurs convenables les 
[ormules obtenues eomprendront le cas d’un cercle roulant sur une helice e\ 
celui des epieycloides planes ou spheriques. 

Le mouvement du systeme 0,2,9,%, etant actuellement defini par (xy3 


\ . 7 k n = kn > = 
el (a,b,e,...), et p ayant ici la valeur - nn . on pourra, par le $.5. ob- 
. in ; . 
l 1 


tenir toutes les courbes conjuguees G, &, propres a produire le mouvement donne. 
Remarque I. Je termine ici la serie des problemes dont on pourrait 
augmenter considerablement le nombre en entremelant, de diverses manieres. 
les quantiles z, Y,. ... a, b, ... introdnites tout en commengant et les va- 
riables auxiliaires qui se sont olfertes dans la solution des questions trailees. 
Remarque Il. Je crois devoir ajouter un mot sur le probleme du 
$.4. a cause de son imporlance mecanique. Sa solution est subordonnee 
comme je Vai dit, a la connaissance d’une integrale parliculiere de l’equation (16. 
ou de lequation lineaire du second ordre dans laquelle M. R. Hoppe Va 
iranslormee. On peut remarquer aussi qu une equalion finie entre A, Y, Z. 
pP. . Tr. 0, avec ou sans conslante arbitraire. qui est verifiee par les equalions 
14”). c’est-a-dire une integrale quelconque de ces equalions, autre que 
X°+-Y’+Z’= constante, doit conduire a la solution particuliere requise. 
Car. en subslituant dans cette &quation finie les lrois premieres (20.) et re- 
meltant JI-W— Pau lieu de (OR RO). on obtiendra une equalion du 
premier ordre en P. qui devant subsister avec (16.) fournira generalemen! 
expression finie de celte fonetion W. C'est ainsi que dans le mouvemen! 
d’un corps solide autour d’un point fixe. lorsquiil n’v a pas de forces ex- 
Ierieures, la connaissance d'une des &qualions integrales. fournies par le prineipe 
des aires, conduirait a la solution partieuliere qui reduit la question aux qua- 
dralures. Au reste, les &quations primilives (14.) admettant deja lintegrale 
X+Y°+Z° = constante, si l’on a une autre integrale generale F(X, Y, Z,t 


— conslante. le prineipe du dernier multiplicaleur ramene la derniere integration 
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aux quadratures et l’on peut appliquer par exemple, ce qui est dit au tome l. 
pag. 104 (exII) des Math. Werke de Jacobi. La meme chose peut se dire 
a l’egard de la premiere ligne (6.) ot Von chercherait «, 4, Sen supposanl 
v fonetion de ®. Dailleurs toute integrale F(X. Y,... U, N) — eonstante d’un 


ei 


systeme d’equations lineaires du 1” ordre et sans lermes independants de 
X, Y,... U, etant necessairement homogene par rapporl a X, Y.. U, il 
est toujours permis d’admeltre que la constante, si elle n'est pas nulle, a une 
valeur arbitraire et non determince. ce qui peut etre necessaire pour lap- 
plication du principe de Jacobi.  Üette homogeneite des integrales permel 
evidemment,. quand on connait une solulion partieuliere, d’abaisser dautan! 
d’unites le nombre des integrations ulterieures quil ya d’unites dans le degre 
de Vintegrale, supposee algebrique, et en general d’obtenir toutes les integralions 
restantes si elle est transcendante. Je pourrai developper ces remarques ana- 
Iyliques dans une autre occasion. Jaurais pu en faire usage dans le probleme 
du $.4: mais jai prefere la marche adoptee parcequ'elle est plus directe e! 
plus symetrique et quelle mel en jeu les elements prineipaux et caracleristiques 
de la rotation d’un corps. 


St. Etienne 1" janvier 1564 
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De funetione potentiali duarum ellipsoidium 
homogenearum. 


(Auctore F. Mertens.) 





Au cognoscendam altraclionem,. quam duae massae m, m’, viribus 
seeundum legem Nerwetonianam agenlibus praeditae. altera in alteram. exerceanl. 
delerminandas esse sex quanlilates easque omnes exprimi posse constat per 
quotientes differentiales unius funelionis a sex constantibus pendentis. quibus 
situs alterius massae respeclu alterius determineltur. Per leges enim staticas 
res vires — X, —Y, —Z secundum axes r, y, 3 svstemalis coordinatarum 
rectilinearum orthogonalium arbitrarii direetae punelumque arbitrarium  solli- 
eitantes. et Iria systemata binarum virium, a Cl. Poinsot nomine parium ornala. 

I. —M, —N in planis coordinatarum y2, z.r, y sita inveniri possunt, quibus 
omnes vires ex atliractione singulorum elementorum alterulrius massae e. ©. 
massae m in singula elementa alterius massae m’ orlae compensantur. De- 
signalis igitur elementis massae m indefinite per dm, elementis massae m’ per 
dm’, denotataque distantia mulua elementorum dm, dm’ per (dm, dm’), si massae 
» quieunqgue motus infinite parvus virtualis Iribuitur, quem in tres progressus 
partiales da, Ob, de secundum axes ipsarum r, y, 3 directos et tres rolaliones 
dp. dq. dr eirca axes coordinalarum x, y. 2 decomponi posse constal. ex 
prineipio veloeitatum virlualium habebitur aequalio: 


d(dm, dm’ i tn ie . ; ä 
/ ER) + Ada+Yob+Zodc+ Ldp+ Mög+Ndr = VÖ, 


dm. dm'\’ 


yuae. quum sıl 


"d(dm, dm! a ‚f‘ dmdm!’ 
\ ’ 
Tr = -8/- nn 
/ (dm, dm’)‘ J (dm, dm!) 
in hane transil 


, FRI ı ZA, ı a rn ‚/ dmdm' 
Xda+Yob+Zdc+Lödp--Mög+Ndr = J nr 
(dm, dm') 


Ex qua aequatione, determinato situ massae m’ respeclu massae m per 
coordinalas (a,b, e) unius ex ejus punclis et per angulos, quos axes syslemalis 


coordinatarum orthogonalis immutabiliter cum massa m’ conjuncli cum axibus 


* dm dm! 


fixi. systematis elfieiunt, expressaque functione - per has quantitates. 


I (dm, dm’) 
statim ipsarum A, Y. Z, L. M. N expressiones dedueis. 
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Integrale sextuplex 
p f. dm dm’ 
r ‘dm. dm’) 
per utramque massam exiendendum, ad quod determinandum totum problema 
cognoscendae attractionis muluae duarum massarum m, m’ revocalur, legitime 
ob hane causam summo Gauss duce funetio potentialis massarum m el m’ ap- 
pellari potest. 

Cl. Lejeune- Dirichlet primus problema determinandae actionis muluae 
duarum ellipsoidium homogenearum, quod est in mechanica gravissimum, prae- 
clara sua methodo tractavit integraleque P ad integrale duplex reduxit ”) 
(uae tamen disquisiliones a summo geometra nunquam edilae sunt. 

Quum res mihi gravissima videretur, Clo. hLejeune-Dirichlet duce in- 
tegrale P ad duplex reducere conatus sum eamque, quam inveni, reduclionem 
in sequentibus exponam. 

Antequam ad rem ipsam transeam, nonnulla lemmata praemilttenda suni. 
quibus in sequentibus opus erit. 

I. 

Lemma 1]. Quaeritur funectio realis argumenli x, quae pro negalivis 
valoribus ipsius x evaneseit, pro positivis autem fit = e "“x”""', designantibus 
k, m quanlitates posilivas. 


Si m non minor est unitate. talis funetio per theorema Cli. Fourier est 


| »L »L 

5, / di f ei ze 3 

Ga r i i 
—T. 0 


quod, adhibita formula Kuleriana 


«TI. 
: Po I (m) 
/ e (krıd)u ur 1 du Am) 


u 
I (m) Fr dA e'4*x 
ar (k + iA)" 


« 
e, 


integrale 


iransıt in hoc: 


Quae functionis quaesitae expressio statim extenditur ad valores ipsius 





m unitate minores, si integrale 
I (m- 2 die} 
rn (k-H-iAym+t ? 
—L. 


*) „Ueber eine neue Methode zur Bestimmung vielfacher Integrale’, $6 in 
commentationibus Academiae scientiarum regiae Berolinensis 1839. 


Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 4 47 














u 
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integralione per partes instituta, transformatur in hoc: 


4. dA e'*X *\ 
an. ki)" / 











FL. 
Integrale 
ht di ek +i4)x 
In (kr ide 
FL 


igitur pro negalivis ipsius «x valoribus evaneseit, pro positivis autem fit = x" "". 

Lemma Il. Coneipiatur superficies sphaerica S radio 1 circa initium 
systemalis coordinatarum reetangularum descripla designenturque coordinatae 
puncti indefiniti superficiei $ per &, 7, £, ita ut sit +7+{=1; sit do 
elementum hujus superficiei, cui inest punctum (Sn{). sinlque denique A, B, € 


quanlitates reales. Quibus posilis, in formula Cli. Poisson 


u x .. r vi. ‘ A w/ 2 > > Far y > 
Jjras- Bn+C{)do = 2af F(yA’+b’+Cu)du, 
“ « l 


in qua integrale laevi membri per tolam superficiem S extendendum est, sup- 
ponas,. funcetionem F(x) pro positivis valoribus ipsius x esse = x", designante 
» numerum positivum inter limites O et 1 contentum, pro negalivis autem 


valoribus evanescere, ia ut sit 


>] a ne 
S FVAFRFOu)du = ——(A+B+C 
« dr -N, 

1 


Fri u y2\ nn 1 j AR N v. 
(A+B+0) ?’ = —t/ [FA H- Bn+ CL) do. 


Ex lemmate I. collieis pro omnibus ipsius x valoribus esse 
g \ 


"TR WEL 4. 22 er... re 
u Se In. (k+ Ki)! 


— A 


et proin 





Quare obtinebis 


n 


- I a a as _— . 
1 ' / Ar’ Bj i (k ; Bye 


—o 





Lemma Ill. Quaeritur valor integralis 


” 2 n | N f . 
J or N e (k-+HA) f(x, y,2)+UAx+ By ( Idaedy dz. 
— 


*) Of. Ch. Dirichlet commentationem: Note sur les int@grales definies, in tomo IV. 
hujus Diarın. 
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in quo %k est conslans positiva et f(r.y.z) funetio homogenea secundi ordinis 
rariabilium x, 4, z semper posiliva manens. 
Si functio f(x, y. 3) forma simplieissima er’+Ay°-1y3’ gaudel. inte- 


grationes singulae perfici possunt, el obtines 


sive,. si generaliter determinans formae quadraticae (x, y, 3) per Sy) forma- 
que adjuncla per g'’ designantur. 


TITEBC) 3 


J f a )' e In) RA 
| yAcf 
Quae ipsius / expressio stalim ad casum extenditur,. quo funetio fir, y, 2 
forma generalissima gaudet, si per substilutionem linearem orthogonalem funetio 
f(x, y. 3) redigitur in formam o.xr’+/Ay’--yz’, el si perpenditur, 4(f) esse in- 
variantem funetionis f, f'(A.B,C) vero invariantem systemalis funetionum 
f(z, y,3), Ac+By+Cz. 
Lemma IV. Designante k constantem posilivam, formulae 


2292 —— .. 
) k-+ A 2143 
k 2 | „ A ı/))s2 20985 
et = y— ds e + Ds2+282 
y14 
. 
ope fit integrale 
fs ki IR Y. S. «4-As)0 1 s 
° dhe u wu;  dhekiAya—s?) 
m ————— . 2 - u 2 = 35 PN / Se EEE 
— = hi ds RL . 
(k + Ai)? y7 | k--Ai) 
T. y f TV. TV. 


et secundum lemma 1. 


2 vn 0 esP— e?ep 
=2yaf een  . 


2. 

Ad propositum meum Iransiens primo casum eum considerabo. quo 
alterius ellipsoidis omnes dimensiones evanescunt, sive quo determinanda est 
altraclio ellipsoidis in punctum materiale, et ostendam, loco factoris discontinui, 
quo Cl. Dirichlet in hoc problemate tractando usus sit, alium adhiberi posse 
illi quibusdam ex causis praeferendum. 

Data sit ellipsoides 


47 * 
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. | ee IE ] ö EUR m x y A m—l . 
impleta massa densitalis 0 — (1- a Da >) .„ designante m numerum 





unitate majorem. Cujus altractio in punetum materiale quodlibet (a, b,ec) ut 
coenoscatur, eruendum est inteerale 


Y > 
’ pr 


per lolum corpus ellipsoidieum extendendum, in quo 


r = Y(2z—-a)”’+(y—b}+(2—c), 
et numerus » inter limites O et 3 contentus supponitur. 


Expressa secundum lemma I]. densitate go per integrale discontinuum 


2 v2 y?2 ı2 
2 (k-+e/) 1 — ____ — 
e a? u > 


Im) i di PR 
J — eo >. an - 
‘ an . (k+ 14)" 


u. 





‚poni poterit: 


(A ” f x2 y2 2 

21% A) Er u 

IXm) a dz (” dhe | -. ) 
2 (k +14)” 


L 
In quo integrali. quum sensum determinatum retineat, etiamsi elemento 
valorem ejus absolutum subslituas, ordo integralionum interverti potest, ita 
ut habeas 


ER ie 7 y2 -2 
> 7 } ung —(k-+i4) (= a3 =) 
| I m ) .f L dı er’ 1A N LI dx dy dze a? pP? y? 
I Ara II. -- 
ex 


L 





Si perpenderis. k esse conslantem positivam, quanlilatem vr" per formulam 
Eulerianam ita exhibere poteris: 


n krıl 


n (k | Sr dse 5 a Em ok 
u — nn na 
ER FA 
Qua expressione substitula, fit: 


1 Im) ” die“ £:.-- 

} - 9 era 2 4 >y / vv ee n / Sr Is, 
=, - ® m- — 1-4 — 
r(> ne: 0 5 De a 














ubi brevilatis gralia positum est: 


ı% (} (> N 18- “-) 
P Fi dx e ie N 


x 





et Q, R ex P oriuntur mutando «, a in P, b: y, e. 
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Valor ipsius P formulae Chi. Laplace ope ınvenitur 


a 
Quare. si ponitur 


“ 


Yı IK m ) f dı et ı/ /l E A 4)Sg 2 ds 
2 r( n " - 2 % n J vD - 
(5) (k+ü 


et integrationum ordine interverso. 


vr Im F : l dA el +4) 1-5) 
3 „/#\: vD. N 
F\ 7 ’ r k—+-14 


Integratio ad variabilem 4 spectans, lemmate 1. adhibito, statim perfieitur. Quo 


v 7: Im) f “’ 2 ds 
> R vD z 


r(-) I (m u Ya 


ubi limes inferior integralis aul evanescit aut posilivam radicem aequalionis 


facto obtines 


Bi) = aequal, prout S(O) <ZI1 aut S(0) 1. ce prout punelum attractum 
aut intra aut extra ellipsoidem situm est. 


(reneralius sit densitas ellipsoidis propositae 


> ARE 
B = Br. r -)" 
% N . , “ 

a PP Y 


Expressa o per integrale disconlinuum 


1 .7 ı (X 2) (u = 2 7) 
0 — / di / olu)dıue u LEE 
N *) N j . 
sTt « « 
- #) 


-J. 


[7 


obtinebis 





| II dadyds f” .„ f" Ha) (u 
} - Al) Inf di / o\ u)du e ( ur p* y;) 
gr a ’ ‘ 
—L S 0 


Simili modo ut Cl. Dirichlet in commentatione supra laudata demonstrare potes. 


integrationum ordinem in hac formula intervertere licere. e. &. considerando 


u * 
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\ (i. q. licet) tanquam limitem integralis 


Irdydz ' (k44A) = a 
dön In. TA WS die’ JS ocm due ler > .3 


0). desionante & quantitatem posilivam. 








pro &:° 


Interversis integrationibus. fil 
(A +5 -—-) 


2) 
Ri LT. f 0} * LS. Lr / lz m ı B 
1 r ' \ 2 dr ( Yı St 
—£&4? / \ (Kkarıd)u eu a EEE MN EEE 
2 


% 0 


z eodem modo ac supra. 


el peractis integrationibus seeundum x, y. 


1—ın 
ei l)(u—S)— el? 


| ya u ee 3” däe! 
Ve —— — o(u)du — : 
1 un ON VD. ce: | Pen, 
ad (3)" ® n (k-HiA) ? 
T. 


x 





In qua formula, quum »<_3 supponatur, &==0 poni potest: quo facto. 


lemmate ]. eril 
l } 
| 11 


= 53 ds [ lır _Q\ ? 
FREE / ———— 0 (u)lu —S) 5 du, 
Or a, vD z 


ubi 5 et limes inferior integralis ad 


> 


rariabilem s spectantis eadem alque antea 


definitione gaudent. 


3. 
Coneipialur in ellipsi focali ad ellipsoidem propositam pertinente, cujus 


aequalio, is e — 9 >y, eril 


ae ae” | y 
massa densitalis ( —>7 n x) secundum legem eandem alque antea 
ef ’ #-y a 
attrahens distributa, indageturque ejus potentiale W in puncto (a, b, e 
Simili prorsus modo ac supra eruitur 


n 


DI N 


Gr 

















in qua formula 
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et 7 aut evanescit aut radix positiva aequalionis T=1 est, prout TO | 
aut T(0) >1. 


Posito t=s-+y‘, fil 


I— 
. nn yYla—y)(P—yr’ * (s-+y’)? ds I plu)du 
W = sin — — A Ä a 
2 andy & yD 
0 € Ü N < 
u) 
ubi S, D easdem, quas supra, quanlitales exhibent et 0 aut —y’ aut posilivam 
radicem aequalionis S(s) = 1 aequat, prout S(-—-y’ | au S(—y' I. 


Qua formula cum expressione ipsius ) supra erula comparala. invenies, 


Wet V pro omnibus punelis extra ellipsoidem sitis idenlicas fore, si posueris 
aßy ou 
n—1. Y\l) = — = En / _— du. 


Quum facile demonstres. esse insuper 


x 


» 2° y’ 3? 3 ’ , 2? y \ 
N+ ArT da dy dz Ist mr Bar Bude ser da dy. 


integralione a laeva per tolam ellipsoidem, a dextra per ellipsem focalem 





extensa. sive massam ellipsoidis aequalem esse massae in ellipsi distributae. 





hoc corollarium sive, si mavis, novam expressionem theoremalis Cli. Maclaurin 


obtines. 
' On zmleEE AUF > a2: 
Attractio ellipsoids — +5 + | impletae massa  densitalis 
@ P y 
x a z FT, | 
M) (-; HZ) In punclum externum eadem est alque altractıo ellipsis 
"er es 
focalis correspondentis, si in hac massa ellipsoidis densitate 
aßdy f o(u)du 
——— m mn, 
a’. 2 ) 
} hi z | e n SEHRFEREHER. 
v2 y2 a —y u ; 
EIER 


distribuitur. 








Si ellipsoides est sphaeroides oblongata 

=, y+3 f 

a F : 

massa ellipsoidis densitate 

aß u 

-- = o(u)du 
ya = vi x2 
u2- R2 


in linea distribuenda est, quae hoc casu ellipsis focalis partes agit. 
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l. 


Theorematis in artieulo praecedente eruti ope [unetio potentialis duarum 





ellipsoidium eo casu. ubi altera ellipsoides extra alteram jacet, statim re- 





vocatur ad integrale quadruplex. Patet enim hoc casu utrique ellipsoidi sub- 
stilui posse ellipsem focalem correspondentem. massa ellipsoidis rite in eadem 


distributa, loreque integrale sextuplex 
} dm dm’ 
’ dm. dm’ 
f dm dm’ 
‘dm, dm’ 


Sed ut integrale P ad duplex revocem simulque omnes casus. quos 


aequale integrali quadrupliei 


ad ellipses locales relato. 


situs allerius massae respeelu alterius praebere possit, amplectar. directe in- 
tegrale sextuplex tractare malo. 


- 


>. 
Sint aequationes ellipsoidium proposilarum, ad quodeunque systema coor- 
dinatarum orthogonale relatae. 
f(x —-a,.y—b, 3—c 1. f(e-a,y—b,3—c)=1. 
designanlibus f. f' funetiones integras homogeneas secundi ordinis. 
Ut caleulus facilior evadat. loco integralis P aliud considerabo 
p f dm dm' 
dm, dm! )" 


in quo z est numerus inter limites O et I contentus. Exprimantur differentialia 





' 


N . ! u. ..* “ . . . 
dm, dm per coordinaltas x, y. 3. 7. y. 2 Ita. ul suppositis utriusque ellipsoidis 
densitatibus — 1 (id quod licet) sit 


dm = dedydz, dm = d.ır'dy'dz' 


el 
p f dedydzda’dy'dz' dis. 4 
I (c-e)’ +y-V)’+@—F)’)? 
Introduetis novis variabilibus. 
' ' ’ 7 ! ! ’ ’ ' 
z-a=u, y-b=v, 3s-c=v; r-a=—u,y—-b =-o, 3 —-—cC=-o 
fit: 





EZ 4 ’ 


a— a)” ++ vV+b—-bN-+ (w+w-+c—ce)’)? 


s N du dv dır du’ do’ die’ 
Bann BT u. 
N ((u Tu 
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ubi integrationes definiuntur conditionibus 
fwe,0)<1, f(W,o,w) <1. 


uum » inter limites O et 1 versetur. ex lemmate Il.. positis brevitatis gratia 


EEE. 2 er 
sutne+w=L, SuW+ne+Cw L, 
zu. \ ae 
a—-a )sT\ b -b’ ) 14 (e—e')C - ’E 
. . ae ' ze m | | | 
quantitatis (a +a+a—a)+(e+0+b—bY+(w-+w'+c—e')?) haec petitun 


expressio 


die d)(L+L'+9) 
dc: ri nt /fa I ae: a \1. . 
k+ il 
qua substituta. P, win in 


RB 2 n y . ı< die‘ Hi)(L+L'19) 
—, Yan de dw du de' dw f [aof nun ns 
Ar « : k; | ıl I—n 

—% 


Ne dubium sit, an salvo ipsius P, valore in hoc integrali integrationum 


ordo mutetur, consideretur P,. quod licere facile patet, tanquam limes integralis 


IT2- ? gr (k+lk)(L+L’'+9g) 
P,(e — 5 fan de dıw du de’ de MN re 
Ar | fr l l 


pro <= 0. designante & conslantem positivam. 





Interversis inlegrationibus fit: 


| ro- 7 ' „—el? -+(k-Hil) 
Pe DE ffaf rare 
k- il I 


ubi brevitalis gratia posui 


J: [dudr dwe"+N, (9 = fan’ de! dw’ e* Bu 


Integralium Q, 0" valores per transformationes coordinatarum facile in- 
veniuntur: sed caleulus elegantior evadit in auxilium vocato factore dis- 


continuo. Per lemma I]. integrale 


1 T da et HÄ)IIL—Ff (u,v,w)) 
?n. BE 77 
—dn 
extra ellipsoidem f(w,e,w)=1 evanescit,. sed intra eam valore 1 gaudet. 
Quare habebis 
SI Finde div e“ u base 
k-4-14 ‚ 
— —ı —7. 


et inteerationum ordine interverso. 


1 “die: a —(k+Hi/) fu, w)-+-(k-Hl)L 
GB = — N APR dıw € 


— 


Journal für Mathematik Bd. LXIII. Hett 4. 48 
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Hinc, designata forma adjuneta formae quadraticae f per F nec non de- 





terminanlte per D, lemmatis III. ope dedueis respecta significatione ipsius /, 


kt HD E,n,d) 
0 | ” Fa zer +D) 
_— 3 u Ba ee F 5 . 
DI (k gi iA)? 


el lemmate IV. adhibito positoque 











un er l Oel +Hlp _e-U+HDp 
“ — yYD p(k+iD? op p 





Eodem prorsus modo, designata forma adjuncta formae f’ per F’ nec 
non determinante per D’, positoque 


ae ) 
ee | D' ı 





invenis: 


( an | elk+il)p' __ e (k-+ıl)p‘ 
vD p'(k--il)’ op’ p' 


ar 


Substitutis Ben 0, B: valoribus. fit 
Pi 2 EP Buena Kramer mus nn And 
n nn 3 af ' F 
— pp’. ’ Hin op p op p 


U limitem ipsius /?,(&) pro e=0 obtineas, manilesto in hac formula licet ponere 
e 0. Quo facto. fit 





P 


n 
T(?2 n /’do 0° |  o(k+il)(g+Pp-+p') ek+Hil)(g p—p')_ e\ Hi p FI elktöNe p+p') 
IM nn | el 


N D»D' . pP ( p‘ p PP: 


Adhibito lemmate 1].. landem eruitur 


er (2 7 0 (gHp+pN A (—p—p')”" 
’ _—. o-, — RE j 
N vDp' I (t—n) sl, 7 pp'« pi p’ pp' 00 pp' opop' pp' 


f& AR! 27 2 A //- EEE. 2 a A 
JIJ pp'op op’ pp' pp'« Ppe p' pp' 


In prima harum qualuor expressionum inlegraliones eam superficiei sphaericae 








S partem ampleeluntur, in qua funetio qg-+p-+-p’ valoribus positivis gaudet. el 
similiter in reliquis. Transcendens /’ ex expressione ipsius P, omnino abit. 
Si funetionem P pro casu legis Newtonianae habere vis, perpendas, 


tum funetionem P,, tum expressionem pro ea erulam. esse funcliones con- 


linuas ipsius » in propinquitate valoris » =1. 
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6. 

Quo melius indoles formulae in articulo praecedente erutae perspieiatnr. 
inquirendum est in significalionem geomeltricam quanlitatum p. pP’. q. 

Facillime invenitur, p, p’ resp. esse distantias cenlrorum ellipsoidium 
f. f' a planis tangentibus normaliter ad radium (£, ,{) duetis. quantitatem q 
vero projectionem distanliae muluae centrorum ellipsoidium in eundem radium. 

Jam distinguantur Ires casus: 

I’. Si altera ellipsoides penitus intra alteram sita est. e. g. f’ intra 
f, statim patet, quanlilates p-+p'+g, p—p-+g in lota superlicie sphaerica 8 
fore posilivas, quantitates g—p—p', g—p--p' vero negativas:; alioquin enim 
ellipsoides f, f’ plana tangentia communia haberent. Quare hoc casu ex 
expressione ipsius /P° integrale secundum et quartum abeunt, duoque reliqua ad 


tolam superficiem 5 extenduntur. Omissis parlibus evanescentibus, fit 


27 1 #73 p"-+5g' 
P — N — — -——— )do 
Erw G m ) 


et, una integralione peracla, 


p 4m’ F- ds 8m’ ar ds | 
»yYDD' Yd(p’ sc” sy’+53°) | 15yDD'\ou. | Ee+sy +83 JM 


0 Yd p’ up' ug se 4s8y 82 





ubi. ut in lemmate Ill.. Ip) denotat determinantem formae quadralicae y 
Quae formula etiam alia via derivari potest. 

2". Si ellipsoides partem communem habent,. quanlitas p-p--g in 
tola superlicie 5 positiva. quanlilas g—-p—p' vero negaliva est. Neque enim 
exstant hoc casu plana tangentia communia inter ellipsoides f, f transeuntia. 
Contra funceliones g+p—p', g—p+p' in superficie S5 signa mulant. Accura- 
liorem hujus casus, quum minimi sit momenti, analvsin omillam. 

3°. Si altera ellipsoides extra alteram jacet. quanlilates y+-p-+p. 
gq—-p-p. q-p+p, g+p-—p' omnes in superficie sphaerica S siena mutant. 
Fines. quibus valores positivi a valoribus negativis secernuntur. sunt eurvae 
sphaericae quarli ordinis, quas rectae per centrum sphaerae S$ ad omnia el- 
lipsoidium f, f" plana tangenlia communia normaliter ductae e superfieie 
exsecanl. 

Quamvis salis complicata videatur esse ipsius P expressio. lamen hoc 
cası omnia integralia in ea contenla ad inlegralia simplicia reduei possun! 
Supponas enim, aequationem ellipsoidis f esse 





2 2 2 
SE A. 
wi er ae ae: . 
= ß | y’ 
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adVNnc 4 a ‘ N) . Br — S 
el axes a, 9, y ıla comparatas esse, ut sit e —P%>y. Substituas secundum 
Iheorema in art. 3. prolatum ellipsoidi f ellipsem ejus focalem ponasque 
S=sindcosy, n=sin®siny, [= cos#. 


Quibus factis. erit 





2/8 u? [ 9? *\gin® 
p = sind y(a—y") cos’ yw+(’—y?)sin’ w. 


Quare si loce ipsius ’ per aequalionem Ig9— x variabilem « introduxeris. 


omnia differentialia,. quae in expressione ipsius P sub sienis integralionis in- 





veniuntur. functiones rationales quantitatum « et YF’(ncosw,asinw,1) erunt. 
ita ul omnes integrationes ad variabilem a speclantes perfliei possint. 

Sed nimis molestum esset hac via integrale P ad simplex reducere. 
praestalque methodo directa uti. quam suppeditat distantiae duorum punelorum 


veceiprocae expressio peceuliaris, alia occasione oblata. a me tradenda. 


Druckfehlerverzeichniss. 


Band 61, pag. 3585. Im der dritten in der Anmerkung vorkommenden Determinante 
w'" Ordnung müssen die k(a—k) Elemente, welche zugleich in 
den letzten «—k Horizontalreihen und in den ersten k Vertical- 
reihen stehen, also die Grössen 


k+H1 k+1 
b, re 
dd U 
b, ee. 


durch lauter Nullen ersetzt werden. 
2 w’ a . A 
Band 62, pag.b, Zeile6 v. u. Statt 22 cos’#.r’ lese man p) sin’d.r". 


‘ 


pag.8S, Zeile3 v. o. In Formel (5.) fehlt das Differential d# unter denı 
zweiten Integrale. 
pag. 11, Zeile 10 v. o. Im Formel (5*.) lese man unter dem zweiten In- 
d(Y.(B)R"*?) d(Y.(A)"+?$) 
— statt 
ds dß 


ae. 52, Zeile 16 v. o. RER 2 
er — m | Statt 0,0000739213 lese man 0,0000729213. 
pag. 39, Zeile8 v.o.‘ . 

v. 


pag. 177, Zeile 5 


tegralzeichen 


u. Statt la ligne de strietion lese man une sorte 
d’ar&te de rebroussement. 
Band 63, pag. 257. Ueberall auf dieser Seite mit Ausnahme der Formel (18.) sind die 
unteren Indices der A zu vertauschen. 

















Preisfragen 


der physikalisch - mathematischen Klasse 
der 


Königlich Preussischen 
Akademie der Wissenschaften 


für die Jahre 1866 und 1867. 


Bekannt gemacht in der öffentlichen Sitzung am Leibnizischen Jahrestage den 7. Juli 1864 


I. 
Aus dem Steinerschen Legate. 

In einer in den Monatsberiehten der Akademie vom Januar 1856, sowie in 
dem 53. Bande des Crelleschen Journals veröffentlichten Abhandlung hat Steiner eine 
Reihe von Fundamental- Eigenschaften der Flächen dritten Grades mitgetheilt, und da- 
durch den Grund zu einer rein geometrischen Theorie derselben gelegt. Die Akademie 
wünscht, dass diese ausgezeichnete Arbeit des grossen Geometers nach synthetischer 
Methode weiter ausgeführt und in einigen wesentlichen Punkten vervollständigt werde. 
Dazu würde es zunächst nothwendig sein, die grösstentheils nur angedeuteten oder 
ganz fehlenden Beweise der aufgestellten Hauptsätze zu geben; dann aber müsste die 
Untersuchung auch auf die von Steiner nieht berücksichtigten Fälle, in denen die zur 
zeometrischen Construction der in Rede stehenden Flächen dienenden Elemente zum 
Theil imaginär sind, ausgedehnt werden. Ausserdem ist eine genaue Charakterisirung 
der verschiedenen Gattungen von Raumeurven, in welehen zwei solche Flächen sich 
schneiden können, zwar nicht unumgänglich erforderlich, würde aber von der Akademie 
als eine wichtige Ergänzung der Steinerschen Theorie betrachtet werden. 

Die ausschliessende Frist für die Einsendung der dieser Aufgabe gewidmeten 
Schriften, welehe nach der Wahl der Bewerber in deutscher, lateinischer oder französischeı 
Sprache abgefasst sein können, ist der erste März 1866. Jede Bewerbungssehrift ist 


mit einem Motto zu versehen und dieses auf dem Aeussern des versiegelten Zettels. 

















welcher den Namen des Verfassers enthält, zu wiederholen. Die Ertheilung des Preises 
von 600 Thalern geschieht in der öffentlichen Sitzung am Leibnizischen Jahrestage im 
Monat Juli des Jahres 1860. 


11. 

Die Theorie der elliptischen und Abelschen Funetionen, welehe schon jetzt fast 
in allen Theilen der Mathematik die Lösung von Aufgaben möglich gemacht hat, für 
welche die früher der Analysis zu (rebote stehenden Hülfsmittel nieht ausreichten, ist 
ohne Zweifel noch zahlreicher weiterer Anwendungen fähig; und es stellt daher die 
Akademie folgende Preisfrage: 

„Es soll irgend ein bedeutendes Problem, dessen Gegenstand der Algebra, Zahlen- 
„Theorie, Integral-Rechnung, Geometrie, Mechanik und mathematischen Physik 
„angehören kann, mit Hülfe der elliptischen oder der Abelschen Transcendenten 
„vollständig gelöst werden.” 

Die ausschliessende Frist für die Einsendung der dieser Aufgabe gewidmeten 
Schriften, welehe nach der Wahl der Bewerber in deutscher, lateinischer oder französi- 
scher Sprache abgefasst sein können, ist der 1. März 1867. Jede Bewerbungsschrift 
ist mit einem Motto zu versehen und dieses auf dem Aeussern des versiegelten Zettels, 
welcher den Namen des Verfassers enthält, zu wiederholen. Die Ertheilung des Preises 
von 100 Dueaten geschieht in der öffentlichen Sitzung am Leibnizischen Jahrestage im 


Monat Juli des Jahres 1867. 























